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Zakladni otazky a problémy

— Jak efektivné vyhleddvat data pocitadi?
— Jak data ukladat, tak aby je bylo moZno ekeftivné vyhledavat?
— Otazky jak ukladat a jak vyhleddvat jsou (zce spjaty.

— Problém ukladani a vyhledavani Ize je chdpat jako problém navrhu
efektivnich datovych struktur.

— P¥i volb& metody uklddani a metody vyhledavani je tfeba vychazet z
toho, jak &asto bude probihat ukladani (nap¥. vklddani novych
polozek) a jak Casto vyhledavéni, jak velkd data budou vkladédna, jaky
je typ dat (&iselna, textova, obrazky, zvuk, video).

— Jeden ze zadkladnich problém( informatiky.
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Pt¥iklad: vyhledavani v poli

Problém: Vyhledavani v poli &isel
Vstup: pole A[0...n — 1], hodnota x (&islo)
Vystup: NE, pokud se x v A nenachazi; ANO, pokud se x v A nachazi

Search(x, A)

1 i+0

2 while (A[i]#xandi<n—1)do i+ i+1
3 ifi<n-—1return YES

3 else return NO

Casovi slozitost v nejhordim p¥ipad je ziejm& O(n).

Lze zlepsit?
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Ano, pokud je pole setfidéné. Pak je totiz nasledujcici algoritmus spravny
(tj. vzhledem k problému vyhleddvani v setfidéném poli). Jde o algoritmus
binarniho vyhledavani, ktery ma Siroké uplatnéni.

Bin-Search(x, A, p, r)

1 if p > r then return NO

2 else g« [(p+r)/2]

3 if x = A[q] then return YES

4 else if x < A[q| then return Bin-Search(x, A, p, g — 1)
5 else return Bin-Search(x, A, g+ 1, r)

Casova slozitost v nejhordim p¥ipadé je O(Ig n).

Vidime, Ze vhodné usporadani prvki v datové strukture mize zlepsit
sloZitost vyhledavani.

Jaka je ale rezie potfebnd pro “vhodné” uspotradani? Vyplati se pole
nejdfive usporadat a pak v ném vyhleddvat?

Zalezi na tom, kolikrdt budeme vyhleddvani provadét.
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Zalezi na tom, kolikrdt budeme vyhleddvani provadét.

Pole Ize set¥idit v ¢ase ©(nlg n), tj. pomoci ¥adové cinlg n krokd.
Vyhleddvat v ném pak Ize pomoci Bin-Search v €ase O(lg n), tj. pomoci
tadové ¢ Ig n krokil. Provedeme-li k vyhleddni, potfebujeme ¥adové
cinlgn+ ke lg n krok.
PouZijeme-li pro vyhleddvani Search (¥adov& c3n kroki), pole nemusime
nejprve setfidit. Provedeme-li takto k vyhledani, potfebujeme ¥adové
kesn krokd.

Pro malé hodnoty k je vyhodnégjsi pole netfidit a pouzit p¥imo Search. Pro
velké hodnoty k je vyhodnéjsi pole nejdFiv setfidit a pak pouZzivat
Bin-Search. (Zvolte konkrétni hodnoty ci, ¢, c3 a k a rozhodnéte.)

Jakou datovou strukturu a jaky algoritmus vyhleddvani pouzit, tedy zalezi

na dalSich okolnostech (praktické podminky pouZiti). K nim je tfeba p¥i
volbé datové struktury a algoritmi.
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Pole ma pro vyhledavani prvkl zdsadni nevyhodu. M3 konstantni velikost,
neni to tzv. dynamicka datovd struktura (je to staticka struktura).
Vlozimé-li do pole o velikosti n postupné n prvki, pole se zaplni a nelze do
néj vkladat dal3i nové prvky.

MozZné YeSeni spoliva v tom pouZit pole dostateéné velikosti. Vim-li, Ze
nikdy nebudu potfebovat mit v paméti vic nez n prvkd (nap¥.

n = 1000000000), pouZiji pole o velikosti n.

Nevyhody:

—Casto nevime, kolik prvki budu v paméti potfebovat, tj. n nezndme.
—Plytvani pamé&ti (p¥i volb& p¥ilis velkého n).

—Dalsi.

Proto pouzivime tzv. dynamické datové struktury.
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Datové struktury, zejména dynamické
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Co je datova struktura?

Volné& Feteno, zplsob, zplsob uloZeni dat v poditadi a zplsob, jakym
mizZeme k datiim p¥istupovat.
Zakladni datové struktury:

— pole (zndme)

— seznam (né&kdy také spojovy seznam; jednosmé&rny nebo dvousmé&rny)

zasobnik

fronta

strom (jedna z nejduleZit&jsich, existuje mnoho variant, uvidime)

graf

— dalsi ...
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“Dynamické mnoziny”

“Dynamickd mnoZina” je nazev pro obecnou datovou strukturu, ktera
umoziiuje uchovdvat prvky. Ndzev zdiraziiuje fakt, Ze narozdil od mnoZzin,
jak jsou chapané v matematice, “dynamické mnoziny” se mohou ménit
(Ize do nich vklddat prvky, vybirat z nich prvky). P¥iklady dynamickych
mnoZin: zasobnik, fronta, spojovy seznam (jednosmé&rny, obousmé&rny),
stromy, grafy.

Jaké operace je tfeba s dynamickymi mnoZinami provadét, zavisi na
dalSich okolnostech (k &emu je pouzivame). Nap¥. dynamické mnoziny,
nad kterymi lze provadé&t operace vloZeni prvku, odstranéni prvku a
zjisténi, zda dany prvek do mnoZiny pat#i, se nazyvaji slovniky (dictionary).
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Prvky mnoZin mohou byt atomické (nestrukturované), jako napt. &isla,
znaky. Mohou byt ale strukturované. Nap¥. prvek miiZe byt “zaznamem”
(record, nap¥. v jazyce C datovy typ struct), ktery sestavd ze t¥i polozek
(field): celé &islo n, racionalni &islo x, znak c. Tj. prvek m3 tvar:

celé &islo n 15 -154
racionalni &islo x |, nap¥. | 0.123 | nebo | 86.7 |, coz vhodné& odrazi
znak ¢ A h

usporadani zaznamu v paméti pocitace.
Je-li rec proménna typu zaznam, odkazujeme se na hodnotu polozky pol
takového zdznamu rec.pol, pop¥. pol[rec]. Tedy nap¥. x[rec] = 0.123.

Nékteré datové struktury predpoklddaji, Ze jednou z polozek zdznamu je
tzv. kli€¢ (angl. key). Hodnota kli¢e je &asto &iselnd hodnota. Obecné je to
hodnota typu, jehoZ hodnoty jsou tpln& uspofadané (to znamena: na
hodnotach toho typu je déna relace Gplného uspofadani, tj. reflexivni,
antisymetrickd a tranzitivni relace < takova, Ze pro kazdé dvé hodnoty a a
b daného typu je a < b nebo b < a).
Kli¢ se pouziva pro vyhledavéani (je v moZin& zdznam s hodnotou kli¢e
rovnou x?, pop¥. najdi prvek v mnoZin& s nejmendi hodnotou klige).
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Polozka zdznamu miZe byt hodnota daného typu (celé &islo, raciondlni
¢islo, znak, popt. jiného atomického typu, ale i strukturovaného typu, jako
nap¥. Yetézec znakd, (jiny) zdznam). DileZitym atomickym typem je tzv.
ukazatel (angl. pointer). Ukazatel je datovy typ, jehoZ hodnota “ukazuje
na misto v paméti” (vice na cvieni), nap¥. na misto v paméti kde je
uloZena hodnota daného typu. Hodnota ukazatele NIL (nula) indikuje, Ze
ukazatel na misto v paméti neukazuje.

Ukazatel se ¢asto pouZiva jako typ polozky zaznamu. Ukazatel je vhodny
pro vytvateni datovych struktur, jejichZ prvky jsou zfetézené (seznamy,
stromy, grafy). V tom pfipadé jsou prvky datové struktury zaznamy, jejichz
jednou poloZzkou (pomocnou polozkou) je ukazatel (ukazatel na zdznam) a
dal¥imi polozkami jsou polozky nesouci podstatné informace (jednou z
nich je obvykle kli¢). Takovy zdznam (fekn&me typu Z) ma pak nap¥. tvar:
celé &islo key
typ2 polozka?2

typn polozkan
ukazatelNaZ ukaz
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Prvni polozkou je kli¢, v tomro p¥ipad€ je typu celé &islo, nasleduji dalsi
polozky, posledni je ukazatel na Z.

Nékteré operace s dynamickymi mnozinami (Ize rozdé&lit na dotazy a
manipulace):

Search(S,k): Pokud se v mnozing€ S vyskytuje prvek s hodnotou klite k,
vrati ukazatel na tento prvek (tj. na prvek x, pro ktery key[x] = k) nebo
vrati NIL, pokud se tam takovy prvek nevyskytuje.

Insert(S,x): VloZi do mnoZiny S prvek x (pop¥. prvek, na ktery ukazuje x).
Delete(S,x): Odstrani z S prvek, na ktery ukazuje ukazatel x).
Min(S): Vrati ukazatel na prvek S s nejmensi hodnotou klice.

Max(S): Vrati ukazatel na prvek S s nejvétsi hodnotou klice.
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Zasobnik

Angl. stack (LIFO, Last In First Out).
obrazek

Push, Pop, Delete

implementace zdsobniku

cviceni
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Fronta

Angl. queue (FIFO, First In First Out).
obrazek

Insert, Delete

varianty fronty, implementace fronty

cviceni
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(Spojovy) seznam
Obsahuje zfet&zené prvky (linedrn& zfetézené).

varianty: jednosmé&rny spojovy seznam (singly linked list), dvousmé&rny
spojovy seznam (doubly linked list)

obrazek

Je-li x prvek seznamu (nebo ukazatel na prvek seznamu), pak

key[x] je hodnota klite prvku x (prvku, na ktery ukazuje x),

next|[x] je ukazatel, ktery ukazuje na dal3i prvek seznamu

prev[x] je ukazatel, ktery ukazuje na p¥edchozi prvek seznamu (v p¥ipad&
dvousmé&rného seznamu)

x miZe obsahovat dal3i polozky (polozka|x])

Prvky jednosmé&rného seznamu Ize chdpat (a implementovat) jako

zdznamy (typu Z)
keyType key
pointerToZ next

a seznam pak jako zfetézeni téchto prvki.
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Je-li L seznam (nebo ukazatel na seznam), pak
head|[L] je prvni prvek seznamu (ukazatel na prvni prvek seznamu)
tail[L] je posledni prvek seznamu (ukazatel na posledni prvek seznamu)

vloZeni prvku, odstran&ni prvku, vyhledani prvku

cviceni
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Grafy a stromy

(Uvod napt. viz Bélohlavek, Vychodil: Diskrétni matematika 1, 2, kap. 4.5,
http://belohlavek.inf.upol.cz/vyuka/dm2.pdf).
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Stromy: zakladni pojmy a vlastnosti

— Stromy jsou dileZité struktury pouZivané v informatice.

PouZivaji se jako datové struktury (rGzné druhy stromi).

Objevuji se p¥i analyze rliznych problémii, nap¥. p¥i analyze sloZitosti
algoritmi.

Stromy jsou specidlnim p¥fipadem obecnéjsich struktur, zvanych grafy.

Konkrétni strom (dopln&ny popisy uzlii a hran) je na nasledujicim
obrazku. Reprezentuje algoritmus pro uhodnuti &isla zvoleného z
1,...,10.

Cislon

n liche
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... zacneme grafy

— Grafy slouzi k popisu situaci, ve kterych se vyskytuji mista a spojenf{
mezi témito misty. Mista mohou byt k¥izovatky, spojenimi cesty mezi
k¥izovatkami. Mista mohou byt lidé, spojeni mohou vyznacovat
vztahy mezi lidmi.

— Mista jsou v grafu reprezentovana tzv. vrcholy (uzly), spojeni pak
hranami.

— Pokud nezéleZi na orientaci hrany, nazyva se hrana neorientovana
(cesta s obousm&rnym provozem), jinak orientovand (cesta s
jednosmé&rnym provozem). Graf je neorientovany/orientovany, jsou-li
vdechny jeho hrany neorientované/orientované.

— V grafech se zavadéji rizné p¥irozené pojmy jako cesta, vzdalenost
uzll, apod.
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Grafy maji zajimavé aplikace.

Nap¥. ve mésté miZe byt peka¥ska firma, kterd ma kazdé rano do prodejen
peciva rozvést zboZi. Majiteli firmy pFfitom zéleZi na tom, aby se neplytvalo
pohonnymi hmotami, tj. aby byl p¥i rannim rozvozu pocet ujetych
kilometr( co nejmensi. Z pohledu teorie grafii jde o dlohu najit cestu,
ktera vychazi z peka¥stvi, prochazi v libovolném potadi viemi prodejnami
peciva a kon&i opét v pekafstvi. Pfitom hleddame cestu, kterd je ze vSech
takovych nejkratsi.

Podobny ptiklad: Cestujici vlakem chce najit co nejrychlejsi spojeni ze
jedné stanice do druhé. MiZe ji najit vyhleddvacim programem na
internetu. Samotny program vlastné hleda nejkrat$i cestu v grafu, ktery
predstavuje Zelezniéni sit.
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Definice Neorientovany graf je dvojice G = (V, E), kde V je neprazdnd
mnoZina tzv. vrcholii (n&kdy také uzla) a £ C {{u,v}|u,v € V, u# v}
je mnoZina dvouprvkovych mnoZin vrcholi, tzv. (neorientovanych) hran.
Orientovany graf je dvojice G = (V, E), kde V je neprazdnd mnoZina
tzv. vrcholt (uzlt) a E C V x V je mnoZina uspotadanych dvojic vrchold,
tzv. (orientovanych) hran.

Hrana se tedy u neorientovanych grafli chdpe jako dvouprvkovda mnoZina
{u, v} vrcholii u, v € V. Rikdme, ¥e hrana {u, v} vede mezi u a v, popt.
spojuje u a v. To odpovida zdmé&ru: Graf je neorientovany, tj. na poradi
vrchold u hrany nezélezi. U orientovanych grafii se hrana chape jako
uspofddand dvojice (u, v) vrchold u a v. Pak ¥ikdme, Ze hrana vede z u do
v. | to odpovidd zamé&ru: Graf je orientovany, tj. na potadi vrcholl u hrany
zélezi. Hrana (u, v) je tedy n&co jiného nez hrana (v, u). Koncové
vrcholy hrany jsou u neorientované hrany {u, v} vrcholy v a v, u
orientované hrany (u, v) také vrcholy v a v.
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P¥iklad Uvazujme mnoZinu vrcholi V = {u, v, w, x, y}. UvaZzujme
mnoZinu neorientovanych hran E; = {{u, v}, {u, w}, {u, x}, {v,w}}.
G; = (V, E1) je neorientovany graf a vidime ho zndzorn&ny na Obr. 1

vlevo. UvaZujme mnoZinu orientovanych hran
E2 = {(U, V>7 <V7 W>a <Wa U>, <Wa V>a <X, U>} Pak G2 = <V7 E2> .je
orientovany graf a vidime ho znizornény na Obr. 1 vpravo.

€T w X w

Obrézek: 1: Neorientovany (vlevo) a orientovany (vpravo) graf.
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Definice Neorientované grafy Gy = (V1, E1) a Gy = (V,, Ep) se nazyvaji
izomorfni, pravé kdyz existuje bijekce h: Vi — V, (¥ika se ji
izomorfismus), pro kterou

{u,v} € E; pravé kdyz {h(u),h(v)} € E.

Orientované grafy Gi = (V4, E1) a Go = (Vs Ep) se nazyvaji izomorfni,
pravé kdyz existuje bijekce h: Vi — V5, pro kterou

(u,v) € By pravé kdyz (h(u),h(v)) € E>.

Jsou-li G; a Gy izomorfni, piSeme G; = G;.
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P¥iklad VZechny grafy z Obr. 2 jsou po dvou izomorfni. Nap¥. bijekce h,
pro kterou h(1) = a, h(2) = e, h(3) =c, h(4) =d, h(5) = b, h(6) =1, je
izomorfismus mezi prvnim a druhym grafem.

4
Yy x
f e d
5 3
z w
6 2
a b c
U v
1

Obrazek: 2: Izomorfni neorientované grafy.
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Definice (Orientovany nebo neorientovany) graf (Vi, E;) je podgrafem
grafu (Vo Ep), pravé kdyz V4 C V, a E; C Ep. Podgraf (V4, E1) grafu
(Va, E3) se nazyvé indukovany, pravé kdyz E; obsahuje kaZdou hranu z
E;, jejiz oba koncové vrcholy patfi do Vj.

P¥iklad Prvni dva grafy na Obr. 3 jsou podgrafy grafu z Obr. 1 vlevo,
pritom prvni z nich neni indukovany (neni v n&ém hrana {u, w}), druhy
ano. T¥eti graf na Obr. 3 je podgrafem grafu z Obr. 1 vpravo.

w w x w
u v u u v
Obrazek: 3: Podgrafy.
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Definice (cestovani) Sled v (neorientovaném nebo orientovaném) grafu
G = (V,E) je posloupnost
Vo, €1, V1,€2,V2,...,€n, Vp,

kde v; € V jsou vrcholy, e; € E jsou hrany a plati, Ze

- e ={vi_1,vi} proi=1,...,n, je-li G neorientovany,

— e =(vi_1,v;) proi=1,...,n, je-li G orientovany.
islo n se nazyvd délka sledu. Sled vy, e1, v, €, vo,. .., €, vy, S€ nazyva

— uzavfeny, je-li vog = vy,
tah, neopakuje-li se v ném Zadna hrana (tj. pro i # j je e # €j),
cesta, neopakuje-li se v ném Zadny vrchol (tj. pro i # j je v; # v;),
kruZznice, je-li vo = v, a s vyjimkou vrcholl vg a vy jsou kazdé dva
vrcholy rlizné.
Vzdalenost z vrcholu u do vrcholu v je délka cesty z u do v, kterd ma ze
v8ech cest z u do v délku nejmensi.
Rikadme také, Ze sled vg, €1, ..., v, vede z vg do v,. Z definice madme, Ze
kaZdy tah je sledem. KaZd3 cesta je tahem, nebot neopakuji-li se ve sledu
vrcholy, nemohou se opakovat ani hrany. KruZnice nemiiZe byt cestou,
protoZe se v ni opakuji vrcholy (prvni a posledni).
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P¥iklad UvaZujme graf na Obr. 4 vlevo.

u, {u,wh,w,{w, v}, v,{v,u}, u,{u,w}, w je sled, ktery neni tahem (a
tedy ani cestou), protoZe se v n&m opakuje hrana {u, w}.

u, {u,wh,w,{w, v}, v,{v,u}, u,{u,x}, x je tah, ktery neni cestou,
protoZe se v ném opakuje vrchol u. Sled

x, {x,u},u, {u,w},w,{w, v}, v,{v,u}, u,{u,x}, x je sice uzavieny, ale
neni to kruZnice, protoZe se v ném opakuje vrchol u. Sled

u, {u,wh,w,{w, v}, v,{v,u}, u, je kruZnice.

Pro graf na Obr. 4 vpravo je posloupnost u, (u, v), v, (v,w), w,{(w, u),u

sledem, ktery je kruZnici.
X w x w

U v Uu, v

Obrazek: 4: Neorientovany (vlevo) a orientovany (vpravo) graf.
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Defnice Neorientovany graf G = (V/, E) se nazyva souvisly, pravé kdyz
pro kazdé dva vrcholy u, v € V existuje sled z v do v. Komponenta
neorientovaného grafu je kazdy jeho maximalni souvisly podgraf.

Komponenta grafu G = (V| E) je tedy podgraf indukovany mnoZinou
vrcholil V! C V takovou, Ze kazdé dva vrcholy z V' Ize spojit tahem a Ze k
V'’ neni mozné p¥idat dal3i vrchol, aby to stdle platilo. Nap¥. graf na

Obr. 1 (pFedchozi slajd) neni souvisly (vrcholy x a y nejsou spojeny
sledem). Jeho podgraf indukovany vrcholy u, v a w je souvisly, ale neni to
komponenta, protoZe neni maximalni souvisly. Komponenty v tomto grafu
jsou dvé&. Prvni je podgraf indukovany vrcholy u, v, w, x, druha je podgraf
indukovany vrcholem y. | obecné plati, Ze komponenty tvofi , rozklad
grafu®.
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Véta Necht Gy = (Vy, E1), ..., G, = (V,, E,) jsou véechny komponenty
grafu G = (V, E). Pak kaZzdy vrchol v € V pat#i pravé do jedné V; a
kaZda hrana e € E pat¥i pravé do jedné E;.

Dikaz Vezméme vrchol v € V. Podgraf indukovany {v} je zfejmé&
souvisly. Proto je podgrafem né&jakého maximalniho souvislého podgrafu
grafu G, tj. komponenty G;. Proto v € V;, tj. v patfi aspofi do jedné z
mnoZin Vi,..., V). UkaZme, Ze v nemiiZe patfit do dvou riiznych V; # V;.
Kdyby v € V; NV}, pak uvaZzujme n&jaky v; € V; — V; (takovy existuje,
protoZe G; a G;j jsou komponenty, a tedy V; Z Vj a V; Z V;). Protoze G;
je souvisly, existuje sled v;, e1, u1, ..., v. Uvazujme mnoZinu vrcholi V/,
kterd vznikne z V; pfidanim v3ech vrcholii sledu v;, er, ug, ..., v. Pak

V; C V' a podgraf indukovany mnoZinou V' je souvisly (vezmeme-li
vi,vp € V', pak existuje sled z v; do v i sled z v do v, a sloZenim t&hto
sledii dostaneme sled z v; do v»). Tedy G; by nebyl maximalni souvisly
podgraf, tj. nebyl by komponetou, coZ je spor s pfedpokladem.

Ze kazda hrana e € E patif pravé do jedné E; dostaneme podobnou
dvahou, kdyZ si uv&€domime, Ze pro e = {u, v} je podgraf indukovany
mnoZinou vrcholl {u, v} je souvisly.
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Definice Stupeii vrcholu v € V grafu (V, E) je polet hran, jejichz
jednim z koncovych vrcholi je v, a znati se deg(v).

U orientovanych grafii se nékdy zavadi vstupni a vystupni stupefi vrcholu
jako pocet hran, které do prichdzeji, a polet hran, které z néj vychdzeji.
Stupefi vrcholu je pak soucet vstupniho a vystupniho stupné. Pro graf na
Obr. 1 vlevo je deg(u) = 3, deg(v) = 2, deg(w) = 2, deg(x) =1,
deg(y) = 0. Pro graf vpravo je deg(u) = 3, deg(v) = 3, deg(w) = 3,
deg(x) =1, deg(y) = 0.
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Véta V grafu G = (V,E) je > o\ deg(v) = 2|E|.

Diakaz Mame dokazat, Ze soucet stupiili viech vrcholll grafu je roven
dvojndsobku poctu hran. Tvrzeni je témé&F zfejmé, uvédomime-li si
nasledujici. KaZzda hrana e € E ma dva vrcholy, u a v. Hrana e pfispiva
jedni¢kou do deg(u) (je jednou z hran, jejichZz polet je roven deg(u)),
jednitkou do deg(v) a do stupn& Zadného jiného vrcholu nep¥ispiva. Hrana
e tedy pfispivd pravé pottem 2 do > . deg(v). To plati pro kaZzdou
hranu. Proto ) .\ deg(v) = 2|E].

Diusledek Po&et vrcholii lichého stupné je v libovolném grafu sudy.

Diikaz Oznaéme S a L mnoZiny vrchold, které maji sudy a lichy stuperi.
ProtoZe kazdy vrchol pat¥i bud do S, nebo do L, je
ey deg(v) = X, csdes(v) + 3, deg(v). Je jasné, %o 5 deg(v)
je sudé &islo. Podle Véty je >° .\ deg(v) = 2|E|, tedy > .\ deg(v) je
sudé &islo. Proto i ) ., deg(v) musi byt sudé &islo. Kdyby byl potet
vrcholil s lichym stupné&m lichy, byl by > ., deg(v) souet lichého pottu
lichych Eisel, a tedy by > ., deg(v) bylo liché &islo, coZ neni moZné.
Pocet vrcholll s lichym stupném je tedy sudy.
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... a pokracujeme se stromy

Stromy jsou specialni grafy, které dostaly ndzev podle toho, Ze vypadaji
podobné jako stromy, pop¥. kefe v p¥irodé. Typicky strom-graf vypada jako
strom v p¥irod&. M3 svij kofen (specidlni vrchol), ve kterém se v&tvi
(vedou z n&j hrany) do mist (vrcholl), ve kterych se opét vétvi atd. Stromy
jsou grafy, které maji nej¢ast&j’i pouZiti. Setkdvdme se s nimi v b&Zném
Zivot& (rizna &len&ni, nap¥. &lenéni knihy na kapitoly, podkapitoly atd.,
maji stromovou strukturu), jako uZivatelé pocitall (stromova struktura
adresafl) i jako informatici (rozhodovaci stromy, vyhleddvaci stromy).

Stromy lze zavést n&kolika ekvivalentnimi zplsoby. Jeden zvolime a o
ostatnich dodZeme, Ze jsou s nim ekvivalentni.

Radim Bélohlavek (UP) Algoritmicka matematika 2 LS 2011/12 34 /115



Definice Strom je neorientovany souvisly graf bez kruZnic.
(N&kdy se zavadi i pojem strom pro orientované grafy. My se tim ale
zabyvat nebudeme.) P¥iklady stromi vidime na Obr. 5.

3 B

Obrézek: 5: Stromy.

Vrchol grafu se stupném 1 se nazyva koncovy. Koncovy vrchol stromu se
nazyva list. Ndsledujici tvrzeni ukazuji, Ze stromy vznikaji pfidadvanim list(.
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Véta V kazdém stromu s alespoii dvéma vrcholy existuji alespoii dva listy.

Dukaz UvaZzujme cestu vy, €1, . .., V,, kterd ma maximalni délku. Tvrdime,
Ze vy i v, jsou listy. Kdyby nap¥. vy nebyl list, pak by existovala hrana

e ={v, w}, kterd je riiznd od e;. Kdyby v = v; pro n&jaké i =2,...,n,
pak by v, e, vy, ..., v; byla kruZnice, coZ je spor s tim, Ze G je strom. Pak
ale v,e, v, e1,...,V, je cesta, kterd je delsi nez vy, e1, ..., Vs, cOZ je opét
spor. Podobné se ukaZe, Ze v, je list.

Véta Pro graf G a jeho koncovy vrchol v jsou ndsledujici tvrzeni
ekvivalentni.

1. G je strom.
2. G — v je strom.
Poznamenejme, Ze G — v vznikne z G vymazanim v a hrany, kterd do

ného vede.

Dakaz Tvrzeni je zfejmé.
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Véta Pro neorientovany graf G = (V, E) jsou nasledujici tvrzeni
ekvivalentni.

1. G je strom.

2. Mezi kazdymi dvéma vrcholy existuje pravé jedna cesta.

3. G je souvisly a vynechdanim libovolné hrany vznikne nesouvisly graf.
4

. G neobsahuje kruznice, ale p¥idanim jakékoli hrany vznikne graf s
kruznici.
G neobsahuje kruznice a |V| = |E| + 1.

o

6. G jesouvisly a |V|=|E|+1.
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Diikaz

.1. = 2.": P¥edpoklddejme, Ze G je strom. ProtoZe G je podle definice
souvisly, existuje mezi kaZdymi dvéma vrcholy cesta. Kdyby mezi néjakymi
vrcholy u a v existovaly dvé& riizné cesty, znamenalo by to, Ze v G je

kruznice. TotiZ, jsou-li ty cesty u, €1, vi,...,ep, v a u,ep,vy,..., e, v, pak
jejich spojenim je uzavfeny sled s = u,e1,vi,... e, v, €0, ..., V], €], U.
Pokud ten jedte neni kruZnici, opakuje se v n€m né&jaky vrchol w # u, tj.
exsituje v ném Usek w, ..., w. Nahrazenim tohoto Useku jen uzlem w toto

opakovani odstranime. Pokud se ve zbylém uzavfeném s’ dseku uZ Zadny
vrchol neopakuje, je s’ hledanou kruZnici. Pokud ano, miZeme v n&€m op&t
nahradit n&jakou &ist w’, ..., w’ uzlem w’. Tak postupn& dostaneme
kruznici. To je ale spor s tim, Ze G je strom.

»2. = 3.": Vynechme hranu e = {u, v} € E stromu G, dostaneme tak

graf G’. Kdyby byl G’ souvisly, existovala by v ném cesta u, ey, ..., v mezi
u a v. To by ale znamenalo, Ze v G existuji dvé cesty z u do v: jednou je
u,ei,...,v, druhou je u,e,v. To je spor s tim, Ze mezi kaZzdymi dvéma

vrcholy je v G pravé jedna cesta.
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Dilkaz (pokrat.)

»3. = 4.": Kdyby G obsahoval kruZnici, pak odstranénim jedné jeji hrany
dostaneme opét souvisly graf, coZ je spor s pfedpokladem 3. Kdyby po
pridani hrany e = {u, v} nevznikla kruZnice, v G by neexistovala cesta
mezi u a v (kdyby ano, p¥idanim e k této cest& dostaneme kruZnici), a
tedy G by nebyl souvisly, coZ je spor s 3.

»1. = b.": Mdme ukazat, Ze ve stromu je |V| = |E| + 1. DokaZme to
indukei podle po&tu vrchold. Pro n = 1 vrchol to zfejm& plati (pak je totiz
|E| = 0). P¥edpokladejme, Ze to plati pro kazdy strom o n vrcholech. Ma-li
G n+ 1 vrcholi, odstraime z n&j n&jaky list. Vysledny graf (V' E’) je
podle uvedené VE&ty opét strom, ma n vrcholil, a tedy podle pfedpokladu
plati |V/| = |E’| 4+ 1. ProtoZe v8ak |V|=|V/|+1a |E| = |E'| + 1, plati i
|V|=|E|+1.
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Dilkaz (pokrat.)

,b. = 6.": Mdme dokdzat, Ze G je souvisly. K tomu zfejmé sta&i dokdzat,
Zze G ma pravé jednu komponentu.

Necht k je potet komponent grafu G. Vyberme z kazdé komponenty po
jednom vrcholu a ozname tyto vrcholy vy, ..., vi. Pfidejme r — 1 hran
{vi,vo}, {vo, vz}, ..., {vk_1, vk} ke grafu G. Takto vznikly graf

G' = (V,E’) je strom (je souvisly a nema kruZnice, protoZze G nemél
kruznice). Z vyse dokdzaného ,1. = 5.“ plyne, Ze |V| = |E'| + 1. Podle
predpokladu je ale |V| = |E| + 1. Tedy |E| = |E’|. Protoze

|E'| =|E|4+r—1,jer=1, tedy G ma pravé jednu komponentu, tj. je
souvisly.
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Dilkaz (pokrat.)

,6. = 1.": DokdZeme indukci podle po&tu vrcholid. Ma-li G jeden vrchol,
je tvrzeni zfejmé. Pfedpokladejme, Ze tvrzeni plati pro kaZzdy graf s n
vrcholy a Ze G md n+ 1 vrcholl a spliiuje |V| = |E| + 1. Soutet stupiil
jeho vrcholl je 2|E| = 2| V| — 2. Ze souvislosti plyne, Ze kazdy vrchol ma
stupen aspofi 1. Kdyby mél kazdy vrchol stupen asponi 2, byl by soucet
stupiid v3ech vrcholl aspofi 2| V|, ale ten soulet je 2|V| — 2 < 2|V/|. Tedy
musi existovat vrchol v stupné pravé 1, tj. list. Jeho odstranénim
dostaneme graf G’ = (V' E’) = G — v, ktery je zfejmé& souvisly, ma n
vrcholl a plati pro n&j |V/| = |V| =1, |E'| = |E| — 1. G’ tedy spliiuje

|V'| = |E'| + 1 a z induk&niho pFedpokladu plyne, Ze je to strom. Proto je
i G strom (viz V&tu uvedenou vy3e).
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Kofenové stromy

Definice Kofenovy strom je dvojice (G, r), kde G = (V/, E) je strom a
r € V je vrchol, tzv. kofen.

KoFenovy strom je tedy strom, ve kterém je vybran jeden vrchol (ko¥en).
Miize to byt kterykoliv vrchol. Byva to ale vrchol, ktery je v n&jakém
smyslu na vrcholu hierarchie objektd, kterd je stromem reprezentovana.

To, Ze je v kofenovém stromu jeden vrchol pevné zvoleny a Ze ve stromu
exsituje mezi vrcholy jedind cesta, umoZiiuje ve kofenovém stromu zavadét
usporadani vrchold. Na zdkladé tohoto usporadani se stromy kresli.
Zakladem je nasledujici definice.

Definice Necht (G, r) je koFenovy strom.
— Vrchol v se nazyvd potomek vrcholu u (u se nazyva rodi€ vrcholu
v), pravé kdyz cesta z kofene r do v md tvar r,...,u,e,v.
— Uroveii vrcholu v je délka cesty od kotene r do v.
— Hloubka (nebo vy3ka) stromu (G, r) je nejvétsi z drovni jeho listd.
Kofenovy strom hloubky h se nazyva vyvazeny, pravé kdyz kazdy jeho list

ma Uroveri h nebo h — 1.
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Vrchol mize mit nékolik potomki, ale ma pravé jednoho rodite (ukaZte).
Hloubku Ize také definovat jako délku nejdelsi cesty, kterd vychazi z ko¥ene
(ukaZte).

Na zdkladé pojm{ rodi¢-potomek a troveri se kofenové stromy kresli:
Nejvyse se nakresli kofen, pod né&j se nakresli jeho potomci, tj. vrcholy,
které maji uroven 1. Vrcholy Grovné | + 1 pfitom kreslime pod vrcholy
urovné [ tak, aby se hrany na obrazku nek¥iZily. Toho Ize zfejmé dosdhnout
tak, Ze v8echny potomky v, ..., v, vrcholu v nakreslime pod vrchol v tak,
e mezi libovolnymi dv&ma potomky v; a vj vrcholu v bud' neni Zadny
vrchol, nebo opét potomek vrcholu v. P¥iklad stromu nakresleného timto
zplisobem vidime zde:

Cislon

n suce n liché
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Zvolime-li v kofenovém stromu libovolny vrchol v, pak vrcholy, které se
nachazeji ,pod nim", indukuji podgraf, ktery se nazyvd podstrom
indukovany vrcholem v.

Definice Kofenovy strom se nazyva m-arni, pravé kdyz kazdy jeho vrchol
ma nejvyse m potomkd. 2-arni strom se nazyva binarni. Kofenovy strom
se nazyva aplny m-arni, pravé kdy? kazdy jeho vrchol nema bud Z3dného
nebo ma pravé m potomki.

Strom na p¥edchozim slajdu je tedy Gplny bindrni strom, ktery je vyvézeny.
M3 hloubku 4.
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Zakladni kombinatoricka tvrzeni o stromech

Véta Necht G je m-4rni strom s / listy a hloubkou h.

(1) Je-li G dplny m-arni strom, ve kterém maji vechny listy stejnou
. » _ . h s v sy o o - mh—1
droved, pak / = m", neboli h = log,, /, a po€et vnitfnich uzll je -—-.

(2) I <mMah>Tlog,, /]

(3) Je-li G vyvaZeny a kazdy uzel ma 0 nebo m potomki aZ na nejvyse
jeden uzel drovné h — 1, ktery miZe mit > 2 ale < m potomki (takovym
je napt. kazdy vyvazeny tdplny m-arni strom), je h = [log,, /].
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Diikaz

(1) Na trovni g = 0 je m& = m® = 1 uzel; je-li na trovni g polet uzlii
roven m&, pak na trovni g + 1 je uzli m& - m = m8*!, protoZe kazdy uzel
trovné g ma m potomki.

Je-li tedy h hloubka stromu, ma strom / = m" listii (listy jsou pravé uzly
na drovni h).

Pocet vnitfnich uzll je roven souétu poctu vSech uzlli v drovnich
0,...,h—1,tj. je roven
2 h—1 _ mh—1
1+m+m 4+ -+ m = .

m—1
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Dilkaz (pokrat.)

(2): Ukazme nejd¥iv /| < m". Mame tedy ukazat, Ze tiplny m-arni strom
hloubky h nemiZe obsahovat vice ne? m” listi. P¥edstavme si tedy takovy
strom, ktery ma listd nejvice (je nejpIn&j¥i). Je jasné, Ze to bude strom,
ktery je Uplny m-arni a ve kterém ma kazdy list droven h, tj. strom z &asti
(1). Dle (1) ma pravé m" listii. Kazdy jiny m-arni strom hloubky h m3
nejvyse m" listd, tedy / < mh.

Zlogaritmujme nyni tuto nerovnost pfi zakladu m. ProtoZe logaritmus je
rostouci funkce (tj. z x < y plyne log,,(x) < log,,(y)), dostavame

log,,, | < h. Protoze pro x <y je [x] < [y] a pro celé &islo x je [x] = x,
méame [log,, /] < [h] = h.
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Dilkaz (pokrat.)

(3): ProtoZe je G vyvéaZzeny, ma listy jen na drovnich ha h—1 (na drovni
h — 1 nemusi byt zadny). Kazdy list na drovni 0, 1, ..., h — 2 ma tedy
pravé k potomkii. Z (1) plyne, Ze na trovni h — 1 je pravé m"=1 uzlt.
Nejmensi potet listii ve stromu je tedy m"~1 + 1 (pokud ma potomky
pouze jeden uzel trovn& h — 1 a pokud potet t&chto potomki je 2),
nejv&téi pocet listii je m" (pokud ma kaZdy uzel drovn& h pravé m
potomk). Plati tedy
mh—l < / < mh'
po zlogaritmovani tedy
h—1<log,! <log, m"=h,
tedy
h—1<[log,, ] < h,
z ¢ehoz plyne
[log,, ] = h.
Dikaz je hotov.
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Stromy a logaritmy

Uvedeny vztah h = [log,, ] je &asto pouZivanym vztahem pfi analyze
rekurzivnich algoritm, které pracuji metodou ,,rozdé&l a panuj“.

Uvedené vztahy nabizeji nasledujici, ,geometrické” pohledy na vyznam
logaritmu (podle definice je log,, / &islo x, pro které m* = [):

Pohled 1: Je ddno / objekti, které chceme umistit do listd m-arniho

=\ /]

m-arniho stromu), pro ktery to lze provést (plyne z (3), uv&domime-li si,
Ze pozadovany strom spliiuje podminky popsané v (3)).
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Pohled 2 (pohled 1 s interpretaci): Mame sestavit ndvod (postup,
algoritmus) na uhodnuti &isla x, které si mysli osoba O. x je n&kterym z
tisel 1,...,1. Osob& O miZeme kldst otdzky, které maji m moZnych
odpovédi. Napt. ,,Je x < 57" pro m = 2 (odpov&di ,,ano", ,ne"), ,Ve
kterém intervalu z [1, 3], [4, 5], [5, /] je x?" pro m = 3. Ndvod ma byt
popisem, jak otdzky kldst, tj. nap¥. jakou otdzku poloZit jako dalsi, pokud
je odpovéd na predchozi otdzku ,ano". Ndvod musi byt spravny, tj. musi
vést k uhodnuti kaZdého zvoleného ¢isla. Uhodnuti zajisti instrukce typu
.je-li odpové&d ,ano“, je zvolenym &islem 4.“

Ozna&ne h kvalitu navodu, tj. je nejmensi &islo takové, Ze pro uhodnuti
libovolného x nebude podle ndvodu poloZeno vic nez h otazek.

Jaky je nejlepsi takovy navod, tj. ndvod, jehoZ kvalita h je nejmensi
mozna?

Je zfejmé, Ze kazdy ndvod lze reprezentovat lplnym m-arnim stromem s /
nebo vice listy (vice, pokud k n&jakému &islu vedou riizné cesty).
P¥ikladem je vySe uvedeny strom s kofenem oznaenym ,&islo n*. Kvalita
navodu je pak rovna hloubce stromu. Podle Pohledu 1 je h = [log,, /].
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Pohled 3 (déleni objektii do m skupin): Varianta 1: Objekty umistény v
listech. Jaka je nejmensi hloubka takového stromu?

Pohled 4 (déleni objektii do m skupin): Varianta 2: Objekty umistény v
listech i vnitfnich uzlech. Jaka je nejmensi hloubka takového stromu?
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Reprezentace kofenovych stromii

Binarni stromy

— Podobné jako spojové seznamy: spojovymi strukturami.

v

— Spojované prvky jsou zaznamy, které obsahuji polozky: key (kli¢), left,
right (ukazatele na levého a pravého potomka), parent (ukazatel na
rodi¢e). Tj. zdznamy jsou nasledujiciho typu:
keyType key
pointerToZ left
pointerToZ right
pointerToZ parent

— Podle okolnosti se pouZivaji jiné typy zaznamd, nap¥. neni pfitomen

ukazatel na rodice:
keyType key
pointerToZ left
pointerToZ right
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— Strom je pak reprezentovan ukazatelem na kofen. Je-li T strom, je
root|[T] (ukazatel na) jeho koten, left[root[T]] je (ukazatel na) levy

potomek kotene, key|[left[root[T]|] je hodnota klice v levém potomku
kofene atd.

— Nasledujici obrazek ilustruje takovou reprezentaci.
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m-arni stromy

— Je mozné jako binarni stromy, zaznam obsahuje misto 2 poloZek left a
right m poloZek childl, child2, ..., childm. Nevyhoda: Pokud uzly
mivaji méné neZ m potomkd, plytvd se mistem.

— Lepsi je tzv. ,left-child-right-sibling" zp(lisob
(,,levy-potomek-pravy-sourozenec", reprezentace pomoci sourozencil).
Uzel obsahuje ukazatel na prvniho potomka, misto ukazatele na
druhého potomka pak ukazatel na jeho prvniho sourozence (to je uzel,
ktery ma stejného rodice). Ukazatele se jmenuji left a sibling.

— Ostatni je stejné jako u vyZe popsané reprezentace bindrnich stromi.

— (Ukazatel na) druhy potomek kofene stromu T je tedy
sibling|left[root[ T]]], hodnota kli¢e tfetiho potomka kofene stromu T
je key[sibling[sibling[left[root[X]]]]] apod..

— Tento zplisob je moZné pouZit i pro reprezentaci stromi s potencialné
neomezenym (dopfedu nezndmym) poctem potomki uzld.

— Ptiklad takové reprezentace ja na dal$im obrazku.
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Cviceni
(1) Napiste rekurzivni funkci, kterd vytiskne hodnoty kli¢d viech uzli
binarniho stromu T. PouZijte reprezentaci s left, right, parent.

(2) Napiste nerekurzivni funkci, kterd vytiskne hodnoty kli¢d viech uzli
bindrniho stromu T. PouZijte reprezentaci s left, right, parent.

(3) Napiste rekurzivni funkci, kterd vytiskne hodnoty kli¢d viech uzli
bindrniho stromu T. PouZijte reprezentaci s left, sibling, parent.

(4) Napiste nerekurzivni funkci, kterd vytiskne hodnoty kli¢t viech uzli
bindrniho stromu T. PouZijte reprezentaci s left, sibling, parent.

(5) Rozeberte problém po¥adi, v jakém se hodnoty budou tisknout. Jaké
pFirozené moZnosti se nabizeji?
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Zakladni vlastnosti

— Binarni vyhleddvaci stromy jsou specidlni bindrni stromy. Lze je proto
reprezentovat vySe popsanymi spojovymi strukturami pro repreentaci
binarnich stromi.

— Zakladni operace nad bindrnimi vyhleddvacimi stromy maji asovou
slozitost O(h), kde h je hloubka stromu. Z4douci jsou tedy stromy s
malou hloubkou.

— Z ptedchoziho vime, Ze malou hloubku maji tplné bindrni vyvdzené
stromy. Takovy strom s n uzly ma hloubku ©(lg n). Bindrni
vyhledavaci stromy nemusi byt vyvdzené, a to je jejich nevyhoda. Jak
uvidime, v nejhorsim p¥ipadé ma bindrni vyhleddvaci strom s n uzly
hloubku n — 1 (¥fet&zec).

— Binarni vyhledavaci stromy jsou ale zakladni strukturou, ze které
vychazeji pokrocilejsi, riznym zplsobem vyvazené stromy. Proto se
jimi budeme zabyvat.
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Definice Binarni vyhledavaci strom je takovy binarni strom, ve kterém
pro kazdy uzel x plati, Ze hodnota (kli¢) uzlu x je v&tsi nebo rovna
hodnoté kazdého uzlu jeho levého podstromu a mensi nebo rovna hodnoté
kaZdého uzlu jeho pravého podstromu.

Levy podstrom uzlu x je strom, jehoZ kofenem je levy potomek uzlu x.
Pokud tento potomek neexistuje, je levy podstrom prédzdny. Podobné pro
pravy podstrom.

P¥iklady binarnich vyhleddvacich strom( (zobrazeny jsou jen hodnoty v
uzlech, nakreslete jejich reprezentaci pomoci spojovych struktur).

Radim Bélohlavek (UP) Algoritmickd matematika 2



Prichod binarnim (vyhledavacim) stromem

Cilem je projit v8echny uzly bindrniho stromu T a pro kazdy uzel x stromu
T provést operaci process (nap¥. vytisknout hodnotu key|[x]).

Uvedeme dva zdkladni zpisoby priichodu bindrnim stromem (strom
nemusi byt vyhledavaci):

— do hloubky a jeho t¥i zakladni varianty :
— inorder,
— preorder,
— postorder,

— do Sivky.

Prichody Ize implementovat riznymi zpisoby (rekurzivng, nerekurzivng).
Nékteré ukaZeme, dalsi proberete ve cvideni.
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Prichod inorder

Inorder-Traversal(x)

1 if x#NIL

2 then Inorder-Traversal(left[x])
3 process(x)

4 Inorder-Traversal(right[x])

Strom T projdeme zavolanim Inorder-Traversal(root[T]).

process(x) mize byt nap¥.

process(x)
1 print(key[x])
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Prichod preorder

Preorder-Traversal(x)

1 if x#NIL

2 then process(x)

3 Preorder-Traversal(left[x])
4 Preorder-Traversal(right[x])

Strom T projdeme zavolanim Preorder-Traversal(root[T]).

Radim Bélohlavek (UP) Algoritmickd matematika 2

LS 2011/12

62 / 115



Prichod postorder

Postorder-Traversal(x)

1 if x#NIL

2 then Postorder-Traversal(left[x])
3 Postorder-Traversal(right[x])
4 process(x)

Strom T projdeme zavoldnim Postorder-Traversal(root[T]).
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Priichody do hloubky a do ¥itky Ize ilustrovat nasledujicim obrazkem. Cisla
u prichodu do Sitky oznaluji poradi, v jakém jsou uzly zpracovavany
funkci process (u priichodu do hloubky jsou moZnosti inorder, preorder,
postorder, viz dal3i slajd).

Strom (c):

inorder: 2, 3, 5, 7, 11, 15, 17
preorder: 15, 7, 3, 2, 5, 11, 17
postorder: 2, 5, 3, 11, 7, 17, 15
breadth-first: 15, 7, 17, 3, 11, 2, 5

u]
)

1l
n
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S
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Cviceni
1. Nakreslete nékolik binarnich strom{ s hodnotami v uzlech. Pro kaZzdy z

nich vypiste hodnoty v potadi, v jakém budou vypisovdny prichody
inroder, preorder, postotder.

2. Vsimnéte si, Ze uvedené rekurzivni funkce pro prichody inorder,
preorder, postorder nepouZivaji ukazatel na rodi¢e (p). Lze je tedy pouZit i
pro reprezentaci stromu, které tento ukazatel nepouZiva.

3. Implementujte priichody inorder, preorder, postorder nerekurzivné s
vyuZitim zdsobniku (bez vyuZiti ukazatele na rodite uzlu).

4. Implementujte priichody inorder, preorder, postorder nerekurzivné s
vyuzitim ukazatele na rodice. Jakd je vyhoda oproti nerekurzivni varianté s
vyuZitim zasobniku? (UvaZujte, kolik paméti miZe zdsobnik zabrat.)
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Prichod do Sifky

Breadth-First-Traversal(x)

1 if x £ NIL

2 then create empty queue g

3 enqueue(q,x)

4 while (g is not empty)

5 do node < dequeue(q)

6 process(node)

7 if left[node] # NIL then enqueue(q,left[node])

8 if right[node| # NIL then enqueue(q,right[node])

Strom T projdeme zavoldnim Breadth-First-Traversal(root[T]).
enqueue(q,x) vloZi prvek x na konec fronty g.
dequeue(q) vréti prvni prvek fronty g a ostrani ho z fronty.

Cviceni Nakreslete bindrni strom s hodnotami v uzlech a simulujte pribéh
algoritmu Breadth-First-Traversal.
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Zakladni vlastnosti algoritmu prichodu

Véta Je-li T binarni vyhleddvaci strom a funkce process(x) vypise
hodnotu key[x] uzlu x, vypiSe Inorder-Traversal(root[T]) hodnoty uloZzené
v uzlech stromu T v nesestupném potadi (od nejmensi po nejvétsy).

Diikaz Indukci dle vySky stromu s pouZitim vlastnosti vyhleddvacich
strom.

Dokazované tvrzeni trividlné plati pro stromy vysky h = 0.

Necht tvrzeni plati pro stromy vygky < h. Necht T je vyhleddvaci strom
vysky h. Pak Inorder-Traversal(root[T]) provede Inorder-Traversal(left[x]),
pak process(x), pak Inorder-Traversal(right[x]). left[x] je ale kofen stromu
vysky nejvyse h, dle predpokladu tedy Inorder-Traversal(left[x]) vypise
hodnoty jeho uzl v nesestupném potadi. Podobn& pro right[x]. Tvrzeni
plyne z vlastnosti vyhleddvacich storm, totiZ Ze viechny hodnoty ve
stromu s kofenem left[x] jsou < key[x] < vSechny hodnoty ve stromu s
kofenem right[x].
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Véta Predpokladejme, Ze &asova sloZitost v nejhorsim p¥ipadé funkce
process je O(1) (tj. konstantni, tak je to napf. u print(x)). Pak &asova
sloZitost (v nejhorsim i nejlepsim p¥ipad&) algoritm Inorder-, Preorder-,
Postorder- a Breadth-First-Traversal je ©(n), kde n je pocet vrchodii
stromu indukovaného vrcholem x (vstup).

Dakaz Pro Inorder-, Preorder-, Postorder-Traversal: Kazdy uzel je
navstiven pravé jednou. Béhem navstévy je proveden konstantni polet ¢;
(protoze dle p¥edpokladu je O(1)) instrukci potfebnych pro vykondni
process(x), konstantni polet instrukci ¢, potfebnych pro zavolani
Xorder-Traversal(/eft[x]), stejn& pro Xorder-Traversal(right[x]) (zahrnuje
rezii toho zavolani a p¥ip. zjisténi, Ze levy/pravy potomek neexistuje, ne
zpracovani potomka, pokud existuje), tj. max. ¢ = ¢; + 2¢p > 1 instrukei.
Celkem tedy k (n < k < cn, tj. k = ©(n) instrukci.

Podobné pro Breadth-First-Traversal.
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Vyhledavani v binarnich vyhledavacich stromech
Problémy:

— Je ve stromé& uzel s danou hodnotou k?
— Jaky je nejmensi/nejvétsi prvek ve strom&?
— Jaky je nasledovnik (podle uspofadani kli¢d) daného uzlu ve stromé&?

UkdZzeme, Ze tyto operace Ize realizovat s ¢asovou sloZitosti v nejhorsim
pripadé O(h), kde h je vyska stromu.
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Vyhledani uzlu s danou hodnotou

Vstup: (Ukazatel na) kofen x bindrniho vyhleddvaciho stromu a hodnota k.
Vystup: (Ukazatel na) uzel, jehoz hodnota je k, pokud takovy existuje;
NIL, pokud neexistuje.

Search(x, k)

if k = key[x] or x = NIL
then return x

if kK < key[x]
then return Search(/eft[x], k)
else return Search(right[x] k)

(G O S

Popisuje pFirozeny postup (tak by kazdy postupoval).

Casova slo¥itost v nejhoréim p¥ipad& O(h) (v nejhoréim p¥ipadé dojde k
listu s nejvé&tsi drovni).
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Ptiklad Vyhledavani v binarnim stromu T.

Vlevo: Modfe: Search(root[T], 10) vrati ukazatel na uzel s hodnotou 10.
OranZov&: Priichod pro Search(root[T], 16) vrati ukazatel na uzel s
hodnotou 16.

Vpravo: Modte: Search(root[T], 11) vrati NIL.

OranZové:: Search(root[T], 17) vrati NIL.

o F
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Implementace vyheddvéni bez rekurze.

Search-lIterative(x, k)
while k # key[x] and x # NIL

1
2
3
4
5

do if k < key[x]
then x < left[x]
else x < right[x]
return x
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Vyhledani nejmensiho a nejvétsiho prvku

Vstup: (Ukazatel na) kofen x binarniho vyhledavaciho stromu.
Vystup: (Ukazatel na) uzel s nejmensi hodnotou ve stromu s kofenem Xx,

pokud je strom neprazdny; NIL, pokud je prazdny.

Minimum(x)

1

2
3
4

if x # NIL
while /eft[x] # NIL
do x < left[x]
return x

Spravnost je zfejma z vlastnosti bindrnich vyhleddvacich stromi.

Casova sloZitost v nejhoréim p¥ipadé O(h) (v nejhordim p¥ipadé je
nejmensi prvek listem na nejv&tsi drovni).
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Vstup: (Ukazatel na) kofen x binarniho vyhledavaciho stromu.
Vystup: (Ukazatel na) uzel s nejv&tsi hodnotou ve stromu s kofenem Xx,
pokud je strom neprazdny; NIL, pokud je prazdny.

Maximum(x)

1 if x# NIL

2 while right[x] # NIL
3 do x « right[x]

4  return x

Spravnost je zFejma z vlastnosti bindrnich vyhleddvacich stromi.

Casova slozitost v nejhordim p¥ipadé O(h) (v nejhor&im p¥ipadé je nejvitsi
prvek listem na nejv&tsi drovni).
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Naslednik

Vstup: (Ukazatel na) uzel x bindrniho vyhleddvaciho stromu.

Vystup: (Ukazatel na) uzel, ktery by byl zpracovan p¥i priichodu inorder
hned po uzlu x (pokud jsou hodnoty uzli riizné: uzel, jehoz hodnota
nasleduje za hodnotou uzlu x), pokud takovy existuje; NIL, pokud
neexistuje (x je v priichodu inorder navstiven jako posledni).

Successor(x)

1 if x = NIL then return NIL
2 if right[x] # NIL
3 then return Minimum(right[x])
4y <+ plx]

5 while y # NIL and right[y] = x
6 dox+ vy

7 y < plyl]

8 return y

Sp

rdvnost je zfejma z vlastnosti bindrnich vyhledavacich stromi
(vysvéltime na pfedndsce).

Radim Bélohlavek (UP) Algoritmicka matematika 2 LS 2011/12 75 / 115



Casovi slozitost v nejhorsim p¥ipadé O(h) (z x cestujeme bud sm&rem ke
kofeni nebo smé&rem k listim, tedy nejvy%e provedeme h p¥echodi).

P¥iklad Naslednik ve stromu T.

Simulujte prib&h algoritmu pro vyhledani naslednikl uzli s hodnotami 30,
=] 5

27, 25, 16, 19.
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Pfedchudce

Vstup: (Ukazatel na) uzel x bindrniho vyhleddvaciho stromu.

Vystup: (Ukazatel na) uzel, ktery by byl zpracovan p¥i priichodu inorder
hned pted uzlem x (pokud jsou hodnoty uzli riizné: uzel, jehoZ hodnota
predchdzi hodnotou uzlu x), pokud takovy existuje; NIL, pokud neexistuje
(x je v priichodu inorder nav&tiven jako prvni).

Predecessor(x)

1 if x = NIL then return NIL

2 if left[x] # NIL

3 then return Maximum(/eft[x])
4y <+ plx]

5 while y # NIL and left[y] = x

6 dox <+ vy

7 y < ply] 8 returny

Spravnost a sloZitost jako u Successor.
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VlozZeni

Vstup: (Ukazatel na) kofen x binarniho vyhledavaciho stromu a (ukazatel
na) uzel novy uzel z, pro ktery key|[z] = v, left[z] = NIL a right[z] = NIL.
Vystup: Vznikne bindrni vyhleddvaci strom s kofenem x (zmé&neny pavodni
strom), do n&hoZ byl spravné vlozen uzel s hodnotou v.

Insert(x, z)
y < NIL
while x # NIL
doy«+ x
if key[z] < key[x] then x < left[x] else x < right[x]
plz] -y
if y = NIL
then x < z
else if key[z] < key|y]
then left[y] « z
0 else right[y] < z

= O 00 ~NO O WN -
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Spravnost je zfejma z vlastnosti bindrnich vyhledavacich stromi
(vysvétlime na prednasce).

Casova slo¥itost v nejhor¥im p¥ipad& O(h) (z x cestujeme k listiim).
Priklad VloZeni do stromu T.

Vlozeni prvkid 12 a 28.
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Odstranéni

Vstup: (Ukazatel na) kofen x binarniho vyhledavaciho stromu a (ukazatel
na) uzel z tohoto stromu.

Vystup: Vznikne bindrni vyhleddvaci strom (zmé&neny pidvodni strom), ze
kterého byl odstranén uzel z.

Delete(x, z)

1 if left[z] = NIL or right[z] = NIL then y < z else y <Successor(z)
2 if left[y] # NIL then w < left|y] else w < right[y]
3 if w# NIL then p[w] < p|y]
4 if p[y] = NIL

5 then x < w
6 else if y = left[p[y]] then left[p[y]] = w else right[p[y]] = w
7 fy#z

8 then key|z] < key[y]

return y

O

Spravnost z vlastnosti bindrnich vyhleddvacich stroml (na pfednéice).
Casova sloZitost v nejhor$im p¥ipadé O(h) (Successor a konstantni polet
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P¥iklad Odstran&ni prvku s Zddnym potomkem (listu).
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P¥iklad Odstran&ni prvku s jednim potomkem.
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P¥iklad Odstranéni prvku se dvéma potomky.
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Nahodné vytvarené binarni vyhledavaci stromy
Viz prednasky.
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Cerveno-&erné stromy (red-black trees)
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Informace k &erveno-&ernym stromiim jsou na strankach pfedmétu
(kopie z knihy “Cormen T. et al.: Introduction to Algorithms, MIT Press”.)

Dalsi informace (vyklad latky a pozndmky k textu) byly podany na
prednaskach.
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AVL stromy

Informace byly podany na prednaskach (materidly jsou dostupné na
strankach pfedmétu).
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Uvod k hashovani

— Hashovani je jednoducha a i&innd metoda uklddani a vyhledavani dat.
— PouZitd datova struktura se nazyva hashovaci tabulka.

— Hashovaci tabulka implementuje datovou strukturu dynamicka
mnozina, kterd umoziiuje vkladat, vyhleddvat a odstranovat prvky
(tzv. slovnik, angl. dictionary). N&které operace tedy podporovény
nejsou, ale v mnoha pouzitich tyto t¥i operace stad&i.

— Nap¥. vyhledavani trva v nejhorsim p¥ipad& ©(n). V primérném
pripadé je mnohem rychlejsi: O(1) za realistickych predpokladd.

— Hashovaci tabulku T lIze nahliZet jako zobecnéni pole: Prvek s kli¢em
key se nachdzi v T[i], kde i je index, ktery se vypo&itd z key pomoci
tzv. hashovaci funkce h, tj. i = h(key). (To je zékladni myslenka, je
tfeba oZetfit drobné komplikace, viz déle.)
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Tabulky s pfimym adresovanim

— Tabulky s pfimym adresovanim jsou vhodné pro pf¥ipad, kdy mnoZina
U v8ech hodnot klite je dostaten& mald. Tabulka ma pak |U| polozek
(kazdé hodnot& klite odpovida jedna polozka tabulky).

— Ptedpokladejme U = {0,1,...,m — 1}.

— Tabulka T je pak pole s polozkami T[0], T[1],..., T[m —1].

— Polozkou TTi] tabulky T je ukazatel na zadznam s klitem hodnoty i,
ktery obsahuje uloZend data (tj. kli¢ s hodnotou i, p¥ip. dal3i polozky).

— TI[i] = NIL znamen3, Ze na mist& s indexem i v T neni uloZzen Zadny
zaznam.

— Ptedpokldddame, Ze dva zdznamy s riznymi hodnotami maji riizné
hodnoty ki¢d (tj. hodnota kli¢e jednozna&n& urtuje hodnoty dal3ich
poloZek zdznamu).

— Jind moZnost: Polozkou T[] neni ukazatel, ale pfimo zdznam. V tom
pripadé je tfeba umé&t rozpoznat, ze v T|[i] neni uozen zdznam (nap¥.
dohodou, Ze v takovém ptipadé je key[T[i]] hodnota, kterd se v U
nevyskytuje).
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Vyhledani:

Search(T, k)
1 return T[K]

Vrati ukazatel na zdznam s hodnotou kli¢e k, pop¥. NIL, pokud v tabulce
T takovy zdznam neni.
VlozZeni:

Insert( T, x)
1 Tlkey[x]] + x

x je (ukazatel na) vkladany zdznam. Ten se vloZi na pozici key[x] pole T.

Odstranéni:

Delete( T, x)
1 Tlkey[x]] < NIL

x je (ukazatel na) vklddany zdznam. Ten se provedenou operaci z tabulky
odstrani.
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SloZitost operaci Search, Insert a Delete v
(konstantni).

Ptiklad tabulky s pfimym adresovanim.

nejhorsim ptipad& je ©(1)
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Hashovaci tabulky

Nevyhoda tabulek s pfimym adresovanim: Je-li mnoZina U hodnot
klice velkd, je tabulka T velka. P¥itom mnoZina K hodnot kli¢e, které
se v uloZenych datech skute¢né vyskytuji, miZe byt mnohem mensi.
Dochdzi tedy k plytvani paméti, je tfeba ©(|U|) pamé&tovych mist.
Hashovaci tabulka pottebuje jen ©(|K|) pamé&tovych mist.

P¥itom Casovd sloZitost operaci nad hashovaci tabulkou je ©(1) v
primérném p¥ipad& (u tabulky s p¥imym adresovanim je stejnd, ale v
nejhorsim pfipadg).

Hashovaci tabulka je pole T s polozkami T[0], T[1],..., T[m —1].
Zaznam s klitem k je uloZen v poloZce s indexem h(k), kde h je tzv.
hashovaci funkce. h(k) se nazyva (hashovand) hodnota klite k. h je
tedy funkce

h:U—{0,1,...,m—1}.

(U tabulky s p¥imym adresovanim je tedy h(k) = k.)

h jedy zobrazuje mnozinu s |U| hodnotami kli¢e na mnoZinu s m
hodnotami indexti (U miZe obecn& obsahovat i jiné hodnoty nez
&isla).
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— Problém, ktery je tfeba vytesit: Dvé rizné hodnoty kli¢e jsou
zobrazeny na stejnou hashovanou hodnotu, tj. h(ki) = h(kz) pro
ki # k.

— Takovy problém se nazyva kolize. Kolize Ize efektivn& ¥esit (viz ddle,
metoda Yet&zeni a otevieného adresovani).

— ProtoZe |U| > m, nelze kolizim zcela zabranit. Poget kolizi se viak
snazime omezit volbou vhodné hasovaci funkce (viz ddle, jde o
rovnomé&rné pfidéleni hodnot indexti hodnotam klite).

Schéma hashovaci funkce.

|
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Hashovaci funkce
Zskladni otdzky:

— Co je to dobra hashovaci funkce?

— Jak navrhovat hashovaci funkce?

Dobra hashovaci funkce by méla spliiovat predpoklad jednoduchého
rovnomérného hashovani (SUH, simple uniform hashing):
Pravdé&podobnost p;, Ze ndhodné& vybrané hodnoté u kli¢e bude funkci h
ptifazen index i (h(u) = i), je stejnd pro v3echna i (tj. pi = p; pro kazdé
i,j €{0,...,m—1}). (Tj. h rozd&li hodnoty klite mezi indexy tabulky
rovnomé&rng.)

V praxi zpravidla nezndme pravdépodobnosti vyskytu hodnot u kli¢e
(nemusi byt stejné).
Nékdy to ale znat mizeme. Nap¥. kdyZ vime, Ze klice jsou ndhodnd
racionalni &isla k z intervalu [0, 1), pak funkce

h(k) = | km],
kde m je velikost hashovaci tabulky, spliiuje SUH (zdivodn&te).
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Hashovaci funkce jsou &asto zaloZeny na heuristikach, jejichZ cilem je
pFibliZit se SUH. Nap¥. pokud se n&které hodnoty kli¢e vyskutuji &astéji, je
tfeba s tim pf¥i ndvrhu poditat.

v aN s

Né&které aplikace vyZzaduji silngjsi predpoklady nez SUH. Nap¥. na
mnozin& U (hodnoty klite) miiZe byt definovdna vzdalenost (blizkost,
podobnost) a miizeme chtit, aby blizké hodnoty kli¢e byly zobrazeny na
vzdalené hodnoty index(.

Metody hashovani obvykle pfedpoklidaji, Ze hodnoty klice jsou &isla.
Pokud tomu tak neni, je tfeba hodnoty kli¢e pfevadét na &isla.

P¥iklad: Pokud jsou hodnoty klite fetézce sestdvajici z 3 ASCII znaki
(ARG, BEL, CZE, POL, USA, ...), mize byt pfevod fetézce XYZ na &isla
zajistén rovnici:

u(XYZ) = 1282 x c(X) + 128 % c(Y) + c(2),

kde c(X) je ASCIl kéd znaku X. Tedy napf¥.

u(CZE) = 1282 % ¢(C) + 128 x c(Z) + c(E) = 1282 % 67 + 128 % 90 + 69 =
1109317.
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Hashovaci funkce metodou zbytku po déleni

h(k) =k mod m

m je velikost hashovaci tabulky. Nap¥. pro m =75 a k = 1328 je
h(k) = 53.

P¥i pouZiti této metody je tfeba zvaZit hodnotu m. m by nap¥. neméla byt
mocnina 2. Je-li totiz m = 2P pro néjaké kladné celé p, je k mod m ¢islo,
jehoz zapis v dvojkové soustavé je tvoren poslednimi p €islicemi zapisu
gisla k v dvojkové soustavé (zdlvodnéte). Funkce h by pak pracovala jen s
&asti hodnoty k kli¢e (v krajnim pFipadé by tato ¢dst mohla byt stejnd pro
viechny hodnoty klite, které se vyskytnou).

Vhodné je zvolit jako m prvocislo, které neni blizké mocniné 2.
Ptiklad: Navrhujeme hashovaci tabulku, do které budeme ukladat cca 3000
hodnot, tj. n = 3000, poZzadujeme faktor v zhruba 4 (viz déle, je pro nds
pfijatené prohledavat seznam s 4 prvky). Je 3000/4 = 768. Nejbliz&i
mocniny ¢isla 2 jsou 512 a 1024. Zvolime tedy m = 769, protoZe je to
prvotislo, které neni blizké mocnin& 2 a je blizké &islu 3000/4.
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Hashovaci funkce metodou nasobeni

h(k) = |m- (kA mod 1)]
m je velikost hashovaci tabulky, A je zvolend konstanta, 0 < A < 1.
Poznamenejme, Ze (kA mod 1) je desetinnd &ast &isla kA, tj. (kA
mod 1) = kA — | KA.
Vyhodou oproti metodé déleni je fakt, Ze volba hodnoty m neni tak
kriticka.
Zpravidla se voli m = 2P pro né&jaké kladné celé p. Dlvod: funkci h lze
snadno implementovat.

Podrobnégji: Predpoklddejme, Ze &isla jsou reprezentovana w-bitovymi slovy
a Ze témito slovy Ize reprezentovat viechny hodnoty k kli¢e. Zvolime
A=15/2", pro ngjaké s, 0 <s < 2%,

Zapis &isla h(k) v dvojkové soustavé md p bitd. Ty ziskdme nasledovn&: k
vynasobime &islem s; vysledkem je 2w-bitové &islo, které Ize zapsat ve
tvaru n2" + ry (tj. ro a r1 jsou &isla, jejichZ binadrni zapis tvo¥i dolnich a
hornich w bitd &isla ks); hornich p bitd &isla ry pak tvofi bindrni zapis &isla
h(k).
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Tato metoda pracuje spravn& pro jakoukoli volbu &isla A (resp. &isla s,
jedno &islo uréuje jednozna&n& druhé).
Cvieni: Ov&Fte (zkuste na pfikladg, pak dokaZte).

Nékteré hodnoty A jsou vyhodné&jsi.
Knuth D.: The Art of Computer Programming, Vol. 3, doporuuje volit A
blizké ¢&islu

(v/5 —1)/2 ~ 0.61803399.

P¥iklad (Cormen T. et al.: Introduction to Algorithms):

k = 123456, p = 14, m = 214 w = 32.

Zvolili bychom A ve tvaru s/232, které je nejblize hodnot& (v/5 —1)/2. To
je pro s = 2654435769.

Pak je ks = 327706022297664 = 76300 - 232 4- 17612864, tedy r; = 76300
a rg = 17612864. Prvnich 14 bitl bindrniho zapisu &isla rg je bindrnim
zapisem &isla 67, tj. h(k) = 67.
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Univerzalni hashovani
Viz material z knihy Cormen T. et al.: Introduction to Algorithms, MIT
Press (na strankach predmétu).
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Reseni kolizi metodou fetézeni

— VSechny zaznamy s hodnotami kli¢e, které se zobrazi na stejnou
hodnotu indexu (fekn&me hodnotu /), se ukladaji do spojového
pokud je seznam prazdny).

seznamu. T [i] obsahuje ukazatel na prvni prvek seznamu, pop¥. NIL,
— Schéma Fedeni kolize Fetézenim.
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— Operace vyhledani, vloZeni a odstranéni se snadno implementuji (T je
ha%ovaci tabulka, x je (ukazatel na) zéznam, x je hodnota klite):

Chained-Hash-Search(T, k)
1 return Linked-List-Search( T[h(k)], k)

Chained-Hash-Insert( T, x)
1 Linked-List-Insert( T[h(key[x])], x)

Chained-Hash-Delete( T, x)
1 Linked-List-Delete( T [h(key[x])], x)
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Analyza hashovani s metodou fetézeni

— Vkladani: VKkIdda-li se na zatdtek seznamu a je-li zajisténo, ze
vklddany zdznam x se v seznamu nevyskytuje, je po&et instrukci ©(1)
(zjisténi, zda se x v seznamu vyskytuje, trvd O(n) instrukci, kde n je
délka seznamu T[h(key[x])]).

— Odstranéni: Pokud je pouZit obousmé&rny seznam, je polet instrukci
©(1) (argumentem operace je ukazatel na odstraifiovany zdznam).
(Je-li pouZit jednosmé&rny seznam, je tfeba najit predchidce x, k
Zemuz je tfeba O(n) instrukci).

— Vyhledani: Polet instrukci je ©(n), kde n je délka seznamu T [h(k)].
Ale: v prim&rném pt¥ipadé je za realistickych predpokladi opét ©(1).
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Podrobnéji ke sloZitosti vyhledani v priimérném pf¥ipadé v hashovaci
tabulce se zfetézenim.

M&jme tabulku T[0..m — 1], ve které je uloZeno n zéznami. Ozna&me
o = 7 (faktor zapInéni/zatizeni tabulky T, load factor).

P¥edpokladejme, Ze h spliiuje pfedpoklad jednoduchého rovnomérného
hashovéani (SUH, simple uniform hashing): Pravdépodobnost p;, Ze
ndhodn& vybrané hodnot& u klite bude funkci h p¥itazen index i (h(u) = i),
je stejnd pro vdechna i (tj. pj = pj pro kazdé i,j € {0,...,m—1}). (Tj. h
rozd&li hodnoty klite mezi indexy tabulky rovnomé&rné.)

P¥edpoklddejme, Ze €asova sloZitost vypoltu h(k) je ©(1). Pak plati:
Véta Casova slo¥itost vyhledani prvku v prim&rném p¥ipadé je ©(1 + ).
Diikaz vynechdme. K dilikazu je tfeba znat teorii pravdépodobnosti.
Neformalni argument na prednasce. Je tfeba rozlisit pfipad, kdy se hledany
prvek v tabulce nevyskutuje, a p¥ipad, kdy se tam vyskytuje.

Tedy, je-li n = O(m), je « = n/m = O(1), tedy sloZitost vyhledani v
pram&rném piipadé je O(1).
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Reseni kolizi metodou otevieného adresovani

— P¥i tomto FeSeni jsou viechny zdznamy uloZeny v haSovaci tabulce
(nedochdzi tedy k Fet&zeni zdznamd, jejichZ klite hashovaci funkce
zobrazi na stejnou hodnotu indexu).

— Do tabulky Ize tedy umistit maximaln& m zadznami (po&et poloZek
tabulky). To znamend, Ze musi byt n < m, tj. a < 1 (faktor zapln&ni).

— Ptedpokladame, Ze polozka tabulky, kterd neobsahuje ulozeny
zdznam, obsahuje hodnotu NIL (prakticky to Ize implementovat nap¥.
tak, Ze hodnota key takové polozky je dohodnutd hodnota, ktera
nepat¥i do mnoziny U viech hodnot klite).

— Z&kladni my3lenka feseni kolize: Vyhledavdme-li (nebo ukldddme-li)
zdznam s hodnotou k kli¢e, hleddme nejprve v poloZzce T[ip], kde
io = h(k). Pokud je tam zdznam s jinou hodnotou kli¢e, tj. nastala
kolize, hleddme v dalsi poloZce, jejiz index i; spolitame. Takto
ptipadné zkousime posloupnost indexl iy, i1, o, - . .

— Metoda tedy nepot¥ebuje ukazatele. To Setfi pamét.
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— Prohledavani (angl. probing) tabulky na mistech ig, i1, ... je zajist&no
hashovaci funkci
h:Ux{0,1,....m—1} - {0,1,...,m— 1},
tj. ip = h(k, p). Aby bylo moZné nalézt kazdou volnou polozku
tabulky T, poZadujeme, aby pro kazdou hodnotu k tvofila
prohleddvana posloupnost (probe sequence)
(h(k,0), h(k,1),..., h(k,m—1))
permutaci prvkd 0,1,..., m— 1.
V nasledujicich pseudokddech predpokladdame, Ze do polozky hashovaci
tabulky T obsahuji pfimo hodnoty kli¢e (tj. uloZené zdznamy obsahuji

jedinou polozku, a to kli¢) nebo hodnotu NIL, kterd indikuje, Ze v poloZce
neni uloZen Z3dny zaznam.
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Vkladani

Open-Address-Hash-Insert( T, k)
1 i+0

2 while i <m

3 doj< h(k,i)

4 if T[j] = NIL

5 then T[j] + k

6 return j

7 else i« i+1

8 error(hash table overflow)
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Vyhledavani
Open-Address-Hash-Search( T, k)

1

2
3
4
5
6
7
8

i< 0
Jj <« h(k,i)
while (T[j] # NIL and i < m)
doif T[j] =k
then return j
i—i+1
J <+ h(k,i)
return NIL
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Odstranéni

Open-Address-Hash-Delete( T, k)
Je pomérné komplikované. Pokud je tfeba odstratiovat prvky, pouZiva se
proto spiSe metoda Fetézeni.

TotiZ, pokud je odstrafiovand hodnota k na pozici j, nelze pouze provést
T[j] < NIL, protoze pozice j miZe byt sou&asti prohleddvané
posloupnosti, kterd byla p¥i vklddani zdznamu s n&jakym kli¢em k’ vyuZita.
T[j] «+ NIL by zpisobila, Ze by k' p¥i vyhledavani nebyl nalezen.

MoZnym ¥eSenim je pouZit specidlni hodnotu DELETED, kterad by
indikovala, Ze zaznam na pozici byl odstranén. Pak by bylo t¥eba upravit
funkce pro vyhledavéni (p¥es pozice s hodnotou DELETED by se
prohledavalo dal, to by znamenalo narist poctu kroki p¥i vyhledavani) a
pro vkladani (zdznam by bylo mozné vloZit na pozici s hodnotou NIL nebo
DELETED).

Cvi€eni. Implementujte vySe popsany postup.
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Hashovaci funkce pro oteviené adresovani

Jde o funkce h(k,i). Podobné jako u funkci h(k), dobrd hashovaci funkce
by mé&la spliiovat predpoklad rovnomérného hashovani (UH, uniform
hashing), ktery je zobecn&nim pfedpokladu SUH:

Pravdépodobnost p;, Ze ndhodné& vybrané hodnoté k klice bude funkci h
pfitazena jako prohleddvana posloupnost permutace m prvki
0,1...,m—1, je stejnd pro vSechny .

UH je obtizné splnit. Prakticky se pouZivaji metody, které UH spliiuji apoii
pFiblizné.

UkdZzeme 3 metody konstrukce hashovaci funkce: linearni prohledavani,
kvadratické prohleddvani, dvojité hashovani.

Kazda z nich zaruluje, Ze prohledavand posloupnost
(h(k,0), h(k,1),...,h(k,m—1)) permutaci prvkd 0,1,..., m—1.

Z4dna viak nespliiuje UH, protoZe #3dna nevygeneruje vice nez m?

permutaci (pro spln&ni UH by h musela vygenerovat viech m! moZnych
permutaci).
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Linearni prohledavani (linear probing)

Vyjdeme z hashovaci funkce h' : U — {0,..., m — 1} (tzv. pomocnd

hashovaci funkce). Hashovaci funkce h je definovdna p¥edpisem
h(k,i) = (W' (k) + i) mod m.

Snadno je vidét, Ze prohleddvana posloupnost je

HW(k),W(k)+1,...,m—1,0,... b (k) —1.

Jednoduché na implementaci.

Nevyhoda: Dochazi k primarnimu shlukovani (primary clustering).
Vytvareni se dlouhé posloupnosti (po sob& jdoucich) obsazenych polozek
tabulky T, coZ zplsobuje narlst doby vyhledavani. K takovému vytvareni
dochazi proto, Ze pravdépodobnost, Ze volna pozice, kterou predchazi i
zaplnénych pozic, se zaplni, je (i +1)/m.

Prohleddvand posloupnost indexii je tpln& uréena svym prvnim prvkem.
Tedy je vyuZito pravé m permutaci indexid (a ne m!, jak by vyZadovala
UH).
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Kvadratické prohledavani (quadratic probing)

Vyjdeme z hashovaci funkce h' : U — {0,..., m — 1} (tzv. pomocnd
hashovaci funkce). Hashovaci funkce h je definovdna p¥edpisem

h(k,i) = (' (k) + c1i + c2i?) mod m,
kde ¢ a ¢ # 0 jsou konstanty. Index prvni prohleddvané polozky je h'(k),
dalsi jsou dany parametry c; a o.

Stédle jednoduché na implementaci. Nedochazi k primarnimu shlukovani.
Aby doslo k vyuZziti vech poloZek tabulky T, volba c1,c a m musi
spliiovat omezeni.

Nevyhoda: Dochéazi k sekundarnimu shlukovani (secondary clustering).
Pokud dvé hodnoty kli¢e maji stejny prvni index prohleddvané posloupnosti
(tj. W' (ki) = H'(kz)), maji stejné prohleddvané posloupnosti.

Jako u linedrniho prohleddvani, prohleddvana posloupnost indexi je tpln&
uréena svym prvnim prvkem (tedy je vyuZito prdv&€ m permutaci indexi).
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Dvojité hashovani (double hashing)

Jedna z nejlepSich metod. P¥iblizné spliiuje UH. Vyjdeme ze dvou
pomocnych hashovacich funkei, hy, hy : U — {0,..., m — 1}. Hashovaci
funkce h je definovana predpisem

h(k,i) = (hi(k) + ih2(k)) mod m.
Index prvni prohleddvané polozky je hyi(k), daldi jsou posunuty o hy(k)
modulo m (narozdil od p¥edchozich dvou metod, posun nyni zavisi na k).

Aby prohledavand posloupnost tvofila permutaci hodnot 0,..., m — 1,
musi byt hodnoty m a ha(k) nesoud&Iné (relatively prime, tj. maji nejvetsi
spoletny dé&litel 1). Cvi¢eni: Dokazte.

To lze zajistit nap¥. takto: m je mocnina 2, hp ma jako hodnoty jen licha
&isla;

nebo m je prvocislo, hp md jako hodnoty &isla < m.

Nap¥. m je prvotislo, hi(k) = k mod m, ha(k) =1+ (k mod m'), kde
m’ je o néco mensi nez m (napt. m" = m — 1).

Cviceni. Konstruujte hashovaci funkce podle vyse uvedenych navodi.

Metoda vyuZije ©(m?) prohleddvanych posloupnosti (pfedchozi jen m).
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Analyza metody otevieného hashovani
Predpokladame faktor zaplnéni o < 1 a predpoklddame UH. Pak plati.

Véta (1) Pocet prohleddvanych indext p¥i vyhleddvani hodnoty, kterd se v
hashovaci tabulce nevyskytuje, je v priim&rném p¥ipadé nejvyse ﬁ

(2) Potet prohleddvanych indext p¥i vyhledavani hodnoty, kterd se v
hashovaci tabulce vyskytuje je v priim&rném p¥ipad& nejvyse é In ﬁ za
predpokladu, Ze pravdépodobnost vyhledavani je pro viechny hodnoty klice
v tabulce stejna.

Dasledek Pocet prohleddvanych indexd pfi vloZzeni hodnoty je v
primérném ptipadé nejvyse ﬁ

llustrace k V&ta (2): Pro a = 0.5 (tabulka je zpola plnd) je

Lin L ~1.386, pro a = 0.95 (tabulka je z 95% plna) je

Lin A ~3.153.
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Perfektni hashovani (perfect hashing)
Hashovani, p¥i kterém je sloZitost vyhleddvani v nejhorsim p¥ipadé O(1).

Lze toho dosdhnout, kdyZz mnoZina hodnot kli¢h je staticka: jakmile jsou
hodnoty do tabulky vloZeny, nikdy se nezméni (nap¥. kdyz klite jsou klitovd
slova programovaciho jazyka, nazvy souborii na ROM paméti apod.).

Viz material z knihy Cormen T. et al.: Introduction to Algorithms, MIT
Press (na strankach pfedmétu).
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