Potprostori

primjera vektorskih prostora. Izmedu ostalih
tori svih matrica odredenog tipa, prostori sv

nekog fiksnog stupnja, kao i prostori n-torki
realnih, odnosno kompleksnih br , MmozZemo
se pitati moramo li uvijek prom i trice odredenog
tipa, sve polinome do neko dnosno sve uredene

n-torke brojeva?
U konkretnoj situa
mjer, samo polinomi

7

U oba ova svojstva ili, pak, barem jedno

i8e 5 kojima je 1 nultocka
ili mozda samo ¢

simetri¢an s obzirom na y-os,
mozda oni koji i
od njih. Hoce li i ta

Neka je M podskup od Ps s nekim od navedenih svojstava.

skupovi biti vektorski prostori?

S obzirom na to da je Ps vektorski prostor, elemente od Ps,
pa onda i one iz M, znamo zbrajati i mnoziti skalarima. To su
svakako znakovi koji idu u prilog tome da bi i sam M mogao
biti vektorski prostor, sadrzan u ve¢em prostoru Ps. Cak i
u situacijama kada M ne bude vektorski prostor, moZzemo
pokusati naci neki prostor unutar Ps koji ga sadrzi, a koji je
ipak manji od Ps.
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Prelazak na manji prostor ima nekoliko prednosti. Kao
prvo, na taj nacin iz razmatranja iskljucujemo (sve ili neke)
elemente koji nam nisu od interesa. Kao drugo, nasa raz-
matranja optimiziraju se u smislu da taj manji prostor ima
manju dimenziju, dakle njegova baza ima manji broj eleme-
nata, a onda i zapisi njegovih elemenata zahtijevaju manji
broj koeficijenata u svojim prikazima pomocu baze.

Pojam potprostora je intuitivno jasan — kao $to podskup pred-
stavlja skup sadrzan u nekom ve¢em skupu, tako o¢ekujemo i
da potprostor predstavlja vektorski prostor sadrzan u nekom
vecem vektorskom prostoru. Medutim, moramo biti paZljivi
jer vektorski prostor nije samo skup, nego skup s dvjema
operacijama koje zadovoljavaju odredene uvjete. Zatgftréba
navesti koje su to operacije uz koje promatramo taj mianji vek=
torski prostor. Naravno, prirodno je da su to upravo oneope-
racije + i - koje su zadane na veéem vektorskomsprostoru,
odnosno njihove odgovarajuce restrikcije.

Neka je V vektorski prostor n C
Ako je M i sam vektors poljem F s ob-
zirom na iste opéracij nja i mnoZenja skalarima

a je M potprostor od

Kada provjeravamo da je neki neprazan skup vektorski
prostor, onda na njemu moramo imati operacije zbrajanja i
mnoZenja skalarima i te operacije moraju zadovoljavati sve
Sto se trazi u definiciji 1.1. U situaciji kada provjeravamo je li
podskup vektorskog prostora i sam vektorski prostor s obzirom
na iste operacije kao na ambijentnom prostoru, onda je dio
posla oko provjere ve¢ obavljen: ne samo da znamo zbrajati
i mnoziti skalarima elemente tog podskupa, nego su i neka
od traZenih svojstava ve¢ ispunjena. Sada ¢emo istraziti koji
su minimalni uvjeti koje treba provjeriti u ovoj situaciji.

2. POTPROSTORI



2.1. DEFINICIJA I PRIMJERI

Pretpostavimo da je M neprazan podskup vektorskog pros-
tora V. S obzirom na to da je svaki element iz M ujedno
i element iz V, znamo zbrajati elemente iz M i mnoziti ih
skalarima, odnosno moZzemo promatrati restrikciju operacije
zbrajanja + : V x V — V na M X M te restrikciju operacije
mnoZenja skalarima - : F x V — V na [F x M. Na ovaj na¢in
dobivamo preslikavanja

+  MxM—-V, - :FExM-—YV.

Nadalje, o¢ito vrijede sljedeca svojstva:

(1) (a+b)+c=a+(b+c)zasvea,b,ce M*

(2) postoji element 0 € V takav da vrijedia4+0=0+4+a =a
zasvakia € M

(3) za svaki a € M postoji element —a € V takav da je.a +
(—a)=(—-a)+a=0

(4) a+b=b+azasveabe M

(5) a(Ba) = (aB)azasvea € Miwa,peF

(6) 1-a=azasvakia e M

(7) («+B)a=wa—+ pazasveun,p cdflia € M

(8) a(a+b) =aa+abzasvex € Fia b WM.

Ovdje smo crvenom bojom naglasili dijelove koji nedostaju

kako bismo mogli zakljucitiddje M vektorski prostor. Dakle,
treba provijeriti da je:

(i) skup M zatvorefimatoperacije zbrajanja i mnoZenja ska-
larima (jer jedino tada za kodomene zbrajanja i mnoze-
nja skalarima na M moZemo staviti skup M)

(ii) element 0 pripada skupu M>

(iii) za svaki a € M njegov suprotni element —a pripada
skupu M.

U sljedecoj propoziciji dokazujemo da se ova lista moze
dodatno reducirati, to¢nije, da svojstva (ii) i (iii) slijede iz
svojstva (i).
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'S obzirom na'to da je V' vektorski
Pprostor, za sye a,b,c € V, pa po-
sebne i za a,b,c € M, vrijedi jedna-
kost (@4 b) + ¢ = a+ (b+c). Naisti
nalin zaklju¢ujemo da vrijede svoj-
stva (4)-(8), te da za svakia € M
vrijedi a+0 = 0+a = a, kao i
a+(—a)=(—a)+a=0.

?Mozda ¢emo se zapitati moze li M
imati neki "svoj" nulvektor, dakle n €
M takav dajen+a =a+n =a
za svaki a € M, koji nije jednak ne-
utralnom elementu 0 za zbrajanje na
cijelom V. Lako vidimo da se to ne
moZe dogoditi. Naime, ako je n €
M takav da je a +n = a za neki
a € M, tada za a,n,0 € V vrijedi
a+n = a+0, odakle slijedi n = 0.
Dakle, ako za zbrajanje na M pos-
toji neutralni element (u M), tada to
mora biti 0.

Sli¢no zaklju¢ujemo i za svojstvo (iii).
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Neka je V vektorski prostor. Neprazan podskup M od
V je potprostor od V ako i samo ako vrijedi sljedece:

(a) Akosua,be M, tadajea+be M.

(b) Akosua € Mia € F, tadaje aa € M.

Drugim rije¢ima, neprazan podskup vektorskog pros-
tora je njegov potprostor ako i samo ako je zatvoren na
operacije zbrajanja i mnoZenja skalarima.

Pretpostavimo da vrijede svojstva (a) i (b), to jest
da je M zatvoren na operacije zbrajanja i mnoZenja skalarima.
Uzimajuéi u obzir diskusiju koja je prethodila ovoj propoZi-
ciji, dovoljno je provijeriti da vrijede svojstva (i)-(iii) £#Oéito
su svojstva (a) i (b) upravo jednaka svojstvu (i). Ako sada
uzmemo neki a € M (M je neprazan skup, pagtakavia si-
gurno postoji), tada iz (b) slijedi da 0 - a pripadasgskupuM,
dakle 0 € M. Takoder, iz (b) slijedi da za svakifa € M i ele-
ment —a = (—1) - a pripada skupu M. Timesmo dokazali da
vrijede svojstva (ii) i (iii).

Obratno, ako je M potprostor 6d\V, tadayje on, kao i svaki
vektorski prostor, neprazan skuipykojije zatvoren na operacije
zbrajanja i mnoZenjagskalarima.

Svojstva (a) i (b) iz prethodnei¥rdnje moZemo provjeravati
u jednom korakux

Neprazan podskup M vektorskog prostora V je potpros-
tor od V ako i samo ako vrijedi

(c) Akosua,be Mia,pcT,tadaje aa+ pb € M.

Pretpostavimo da je M < V. Tada je M vektorski
prostor, dakle, sadrZi sve linearne kombinacije svojih eleme-
nata. Zato, akosua,b € Mi«, B € F, tada aa + b pripada
skupu M.

2. POTPROSTORI
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Obratno, pretpostavimo da vrijedi (c), to jest da M sadrZi
sve linearne kombinacije aa + Bb svojih elemenata a i b. Oda-
birom « = f = 1 dobivamo da je a +b € M, a odabirom
B =0daje aa € M. Kako ovo vrijedi zasvea € Fia, b € M,
dokazali smo (a) i (b) iz prethodne propozicije, odakle slijedi
da je M potprostor od V.

Sljededi korolar lako se dokaZe matemati¢ckom indukcijom.

Neprazan podskup M vektorskog prostora V je pot-
prostor od V ako i samo ako za svaki n € IN te sve
ay,...,an € Miay,..., a, € Fvrijedi ! | aja; € M2

Sada navodimo neke primjere potprostora.

Svaki vektorski prostor V ima potprostore jer sd{0} i V%
potprostori od V. Nazivamo ih REbRE0 S Ol
od V. Netrivijalne potprostore vektorskog préstora na-
zivamo (kasnije cemo dokazati da
takvi postoje u svakom prostoru dimenzije,barem 2).

Skup M = {(x1,%2,0) : x1,x,4€ R} jejpotprostor od R>.
Za provjeru primijenimo kozolar 2:2.

Neka su «, B € R (ovdje je E& R)ia, b € M. Prema opisu
skupa M, a i b su uredenetrojkeealnih brojeva ¢ija je treca
koordinata jednaka,0, dakle, 2 = (x1,x2,0) i b = (y1,¥2,0)
za neke x1, x2 /i1, Yo' € R. Tada je

aa + BB (axy + By1, ax2 + By2,0).

Kako su ax; + By i axy + By, realni brojevi, slijedi da je
«a + Bb uredena trojka realnih brojeva ¢ija je tre¢a koordi-
nata 0, te zato aa + Bb € M. Time smo dovrsili provjeru.

Neka je n € IN. Za svaki k < n vrijedi Py < P;,.

Skup M = {(x1,x2,x3) € R3: x1xpx3 = 0} nije potprostor
od R3. Dovoljno je uo¢iti da su (1,0,0) i (0,1,1) elementi
skupa M, a njihov zbroj (1,1,1) otito nije u M.*
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3 Neprazah podskup vektorskog pro-
stora je njegov potprostor ako i samo
ako sadrZi sve linearne kombinacije

svojih elemenata.

4Skicirajte skup M u R® i graficki
objasnite zasto M nije potprostor od
R3.
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o Zaskup M = {(x1,x,%3) € R® : x1x0x3 = 1} jos je
lakse provjeriti da nije potprostor od R3. Naime, nulvektor
(0,0,0) ne pripada M, $to bi moralo biti da je M potprostor
od R3.

¢ Promatrajmo sada skup svih realnih polinoma stupnja naj-
viSe 3 kojima je 1 nultocka, dakle

M = {p € P3(R) : p(1) = 0}.

Nekasup,q € Mia, B € R. Tadasu p,q € P3(R) i vrijedi 1 “”
p(1) = q(1) =0, pajeap + pg € P3(R) i (ap +pg)(1) =

ap(1) + pg(1) = 0. Ovo znadi da je ap + pg € M. Time

smo pokazali da je M < P3(R).

= {pePs(R):p(1) =0}
+ Neka je RI%! realni vektorski prostor svih funkcija
[0,1] — R uz operacije po tockama. Promatramo skupove ¢

M= {feROU: f0) = f(1)},
L={feRO: f0)=1}.

Skup L nije vektorski prostor jer nulf

ment u RI%) nije u L.

Zaf,ge Mia,BcRije f(0)

(af +Bg)(0) = af af (1) + Bg(1)
(a fiotatBg) (

izatojeaf +p . le, M je potprostor od R

Prije daljnjih primj okazimo dvije tvrdnje.
Propozicija 2.4.

Neka je V kona¢nodimenzionalni vektorski prostor te
M < V. Tada je i M kona¢nodimenzionalan i vrijedi
dimM < dimV. AkojedimM = dimV, tadaje M = V.

Dolkaz. Ozna¢imo n = dim V. DokazZimo da je M kona¢-
nodimenzionalan vektorski prostor i da je dim M < n. Tvrd-
nja o¢ito vrijedi ako je M = {0}.
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Pretpostavimo da je M # {0}, dakle postoji a1 € M koji
je razli¢it od nulvektora. Ako je M = [{a1}], tada je {a1}

baza za M. Ako je [{a1}] C M, tada postoji ay € M\ [{a1}], 5 U ovoj se knjizi oznakom C koris-
timo za pravi podskup skupa. U
L 8 . ovom slucaju Zelimo naglasiti da je
poziciji 1.7, postojao skalar A takav da je ay = Aay, Sto ne [{a1}] sadrZan u M, ali je razlicit od

moZe biti). Ako je [{a1,a2}] = M, tada je {a1,a,} baza za M, M.
a ako je [{a1,a2}] C M, tada postoji a3 € M\ [{a1,42}], pa
je {a1,a2,a3} linearno nezavisan skup (opet prema propozi-
ciji 1.7).
Ponavljamo ovaj postupak sve dok ne dodemo do linearno

pa je skup {ay,a,} linearno nezavisan (inace bi, prema pro-

nezavisnog skupa {ay,...,ax} za koji je [{ay,...,ar}] = M.
Takav k sigurno postoji i vrijedi k < n. Naime, ako bi bilo
k >n+1, tada bi {ay,...,ax} bio linearno nezavisan skup u
n-dimenzionalnom vektorskom prostoru V koji ima viSejod
n elemenata, $to je nemoguce prema teoremu 1.11. S obzi-
rom na to da je dobiveni skup {ay,...,a;} baza za M, vrijedi
dmM=k<n=dimV.

Neka je dim M = dimV, te neka je B baza za MjTada
je B linearno nezavisan skup u V koji ima nfelemenata; pa
je prema korolaru 1.12 to nuzno i baza za V. Slijedi da je
M=V.

Neka je V vektorski prostor 1 SyC Vi Tada je [S] potpro-

NN . ..

stor od V i to je flajmanji gpotprostor od V koji sadrzi 6 Pod najmanji podrazumijevamo slje-

skup S. dece: ako je M potprostor od V koji
sadrzi skup S, tada M sadrzi i [S].

Ve¢ znamio daje S C [S]. Ako je S = @, tada je
[S] = {0}, $to je najmanii potprostor od V.
Pretpostavimo da je S # @. Neka su a,b € [S]iqa, B € F.
Tada je

zanekem,n € N, skalare «q,...,a,,B1,...,Bm € F te vektore
ai,...ay,b1,..., by € 5. Sada je

n m n m
xa+ Bb =« Z wia; + B Z Bib;i = Z aoa; + Z BBib;,
i=1 i=1 i=1 i=1
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dakle aa 4 Bb je linearna kombinacija vektora iz S. Zato je
aa + Bb € [S]. Time smo provjerili da je [S] < V.

Neka je M potprostor od V koji sadrzi S. Kako bismo po-
kazali da M sadrzi [S], uzmimo proizvoljan a € [S]. Tada je
a=Y", ,aa;zaneken € N, ay,...,a, €F, teay,...,a, €S.
No tada je ay,...,4, € M, pa je a linearna kombinacija ele-
menata iz M, a kako je M potprostor od V, slijedi a € M.
Prema tome, [S] C M, dakle potprostor [S] sadrzan je u sva-
kom potprostoru od V koji sadrZi S, $to ga ¢ini najmanjim
takvim. |

Nastavimo s primjerima.

Primjer 2.2.

Odredimo sve potprostore od R?. Neka je M < R2. 0
je R? dvodimenzionalan, njegovi potprostori mogu imati

menziju 0, 1 ili 2.

o Ako je dim M=0, tada je M = {(0,0)}. Ako je
tada je, prema propoziciji 2.4, M = R?.

o Pretpostavimo da je dim M = 1. Neka je {( } baza za
M. Tada je
= [{(x0,v0)}] = RR}.
Dakle, (x,y) € M ako i same ak@yje x = Axp iy = Ayp

za neki A € IR. Nacrtamg
pravac kroz tocke

Odredimo sve potprostore od R®. Ako je M < R3, tada di-
menzija od M moze biti 0, 1, 2 ili 3.

o Akoje dim M=0, tadaje M = {(0,0,0) }. Ako je dim M=3,
tadaje M = R3.

o Pretpostavimo da je dim M = 1. Neka je {(x1,y1,21) } baza
za M. Tada je

M= {)\(X],yl,21> A€ ]R},

§to predstavlja pravac kroz totke (0,0,0) i (x1,y1,21)-

(0, 90)
0.5z, 0.5y9)

(229, 2y0)

(=0, —y0)
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Neka je dim M = 2 te {(x1,y1,21), (x2,¥2,22) } baza za M.

Tada je

M = {A(x1,y1,21) + u(x2,¥2,22) : A, u € R},

$to predstavlja ravninu odredenu nekolinearnim tockama

(0,0,0), (x1,¥1,21) i (x2,¥2,22).

Ovo takoder moZemo objasniti uz identifikaciju R i V3(0),

kada to¢ku T prostora IR? identificiramo s radijvektorom
of (kao u odjeljku 1.7). Ako je A = (x1,y1,z1) i B =
(x2,Y2,22), tada M mozemo identificirati sa skupom

{AOA + uOB : A, € R} € V3(0),

$to je skup svih radijvektora (ﬁ komplanarnih s OA i O?,
a to znaci da je T u ravnini odredenoj tockama O, A i B

U prethodna dva primjera dobili smo sljedece:

Dimenzija potprostora Potprostori od R? Rotprostori od R>
0 {(0,0)} 10,0°0)}
1 pravci kroz ishodiste [ ¥pravci'kroz ishodiste
2 R? ravnine kroz ishodiste
3 4 R3

Sad ¢éemo navesti nekoliko potprostora prostora M, ma-

trica reda n. Prvo uvedimedieke nove pojmove. Neka je

A = [a;j] € M, ili raspisaho

A M2 ... din

axy dpp ... dyy
A=

an1 Apn2  --- Gun

KaZemo da su elementi a1, a2, ..., a4,
te da oni formiraju

. Zbroj svih dijagonalnih elemenata matrice naziva se

. Trag matrice A oznacavamo s tr A. Dakle,

n
trA = Z aj.
i=1




70

KazZemo da je matrica A = [a;;] € My, :
,akojeaijzozasvei;éj, i,j=1,...,n
,akojeai]-:0zasvei>j, ij=1,...,n7
,akojeal-]- =0zasvei<j, i,j=1,...,n

Prema tome, dijagonalne, gornjotrokutaste i donjotrokutaste
matrice imaju redom oblike

*x 0 ... 0 I * 0 0
0 0 * ... = * 0
0 0 ... = 0 0 ... % * % ... %

pri ¢emu na mjestima oznacenim zvjezdicom * mogu biti
proizvoljni elementi iz IF. Jasno je kako su ovi tipovi matrica
dobili imena.

Neka je n € IN. Neka je Gp skup svih gornjotrokutastifijte D
skup svih donjotrokutastih matrica redagmSkup,svihidijago-
nalnih matrica reda n oznac¢imo s D. llako seyprovjeri da su
D, Ga i Dp potprostori od M, (na primjes, da bi G4 bio pot-
prostor od My, treba samo uociti dayje zbroj gornjotrokutas-
tih matrica gornjotrokutasta’mattica te,da mnoZenjem gor-
njotrokutaste matricejskalatom” dobivamo gornjotrokutastu
matricu).

Neka je {E;; : igi"=yl,. u} kanonska baza za M, (E;; je
matrica reda n kQja nd'mjéstu (i, j) ima 1 te 0 na svim ostalim
mjestima). Lako vidimodda je skup

{Eii:izl,...,n}

baza za D i zato dimD = n.
Jedna baza za G je skup

{Eij . i,j = 1,...,1’l,i S]}

Otito je ovaj skup linearno nezavisan (kao podskup baze), a
da je i skup izvodnica za Gp dokazujemo koriste¢i se rasta-
vom A = Z:ijl a;;E;j matrice A = [a;;] te uvazavajudi da u

2. POTPROSTORI

7Uotimo da elementi iznad glavne
dijagonale imaju drugi indeks veci
od prvog, dok je elementima ispod
glavne dijagonale prvi indeks veci
od drugoga.





