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Chapitre 1Rappels de relativité etd'életromagnétismeDans e premier hapitre sont rassemblées des notations et des formules qui seront utilisées dans leours. La plupart de es résultats ont été étudiés, sous une forme parfois un peu di�érente, dans le ours�Eletromagnétisme et relativité�, auquel on se référera pour plus de détails.Nous hoisirons dans e ours un système d'unités où l'unité de vitesse est la vitesse de la lumière, c = 1.Ave ette onvention, l'unité de longueur est �xée dès qu'on a hoisi une unité de temps.1.1 Transformations de Lorentz1.1.1 Temps propreOn note les oordonnées d'espae-temps (t, ~x) sous la forme xµ ave µ = 0, 1, 2, 3. L'intervalle de tempspropre τ entre le point X et l'origine est dé�ni, au signe près, par l'équation
τ2 = t2 − ~x2. (1.1)C'est une forme quadratique des oordonnées xµ :
τ2 = gµνx

µxν (1.2)où gµν désigne l'élément (µ, ν) de la matrie G suivante :
G =







1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1






, (1.3)dite métrique de Minkowski.Dans l'équation (1.2), nous avons adopté la onvention de sommation d'Einstein, qui sera appliquée danstout e ours : si, dans un mon�me, un indie est présent deux fois, on somme impliitement sur toutes lesvaleurs possibles de et indie. La sommation sur µ et ν est don sous-entendue dans l'équation (1.2). Ilfaut retenir les règles suivantes, qui permettront de orriger des erreurs de alul. Elles ont des justi�ationsthéoriques profondes, mais nous les énonçons simplement d'un point de vue pratique :� L'indie répété apparaît une fois en haut, une fois en bas. On ne renontrera pas d'expressions tellesque xµxµ.� L'indie répété apparaît exatement deux fois. On ne renontre pas en général d'expressions telles que

xµyµgµµ, où le même indie est répété plus de deux fois.� Un indie répété est un indie muet, qu'on peut remplaer par un autre : on érira indi�éremment xµyµou xνyν , puisqu'on somme de toutes les façons sur toutes les valeurs possibles de µ ou ν. On distinguerabien, dans une expression, les indies muets et les autres, que nous appellerons indies parlants, euxqui ne sont pas répétés.� Si une équation fait apparaître la somme de plusieurs termes, haque terme doit avoir les mêmes indiesparlants. Par exemple, aν + bµcµd
ν = 0 est orret, mais sont inorretes les éritures aµbµ + cµ = 0(qui ne veut rien dire, l'indie étant répété dans le premier terme et pas dans le seond), aµ + bν = 0,et. 9



10 CHAPITRE 1. RAPPELS DE RELATIVITÉ ET D'ÉLECTROMAGNÉTISME1.1.2 Transformation de LorentzUne transformation linéaire des xµ de la forme
x′µ = Λµ

νx
ν (1.4)est dite transformation de Lorentz si elle onserve l'élément de temps propre, e qui équivaut à la ondition

gµν = Λρ
µgρσΛσ

ν . (1.5)Cei s'érit sous forme matriielle
G = tΛGΛ, (1.6)où tΛ désigne la transposée de la matrie Λ. En prenant le déterminant de l'équation (1.6), on voit que

detΛ = ±1.De par leur dé�nition, les transformations de Lorentz forment un groupe, dit groupe de Lorentz homo-gène. On appelle transformations de Lorentz propres les transformations de déterminant 1. Elles formentévidemment un sous-groupe du groupe de Lorentz. On appelle transformations de Lorentz orthohrones lestransformations ne renversant pas le temps, 'est à dire dont la première omposante Λ0
0 > 0. Elles formentégalement un sous-groupe du groupe de Lorentz, mais 'est moins évident. Les quatre hoix possibles pourles signes de detΛ et Λ0

0 orrespondent aux quatre omposantes onnexes du groupe de Lorentz.1.1.3 ExemplesLes isométries d'espae à trois dimensions sont évidemment des transformations de Lorentz. Elles formentun sous-groupe du groupe de Lorentz. L'inversion d'espae, ou parité, a pour matrie
Λ =







1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1






. (1.7)Les transformations spéiales de Lorentz d'axe x sont les transformations propres orthohrones laissantinhangés y et z. On montre failement qu'elles sont de la forme

Λ =







coshφ sinhφ 0 0
sinhφ coshφ 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1






(1.8)où φ est un réel quelonque, dit rapidité de la transformation spéiale. L'origine des oordonnées d'espaede l'anien référentiel, ~x = ~0, se déplae dans le nouveau référentiel à la vitesse ~v = tanhφ~ex. On dé�nit parailleurs le fateur de ontration de Lorentz γ par γ = (1 − v2)−1/2 = coshφ. Les transformations spéialesd'axe x forment un sous-groupe du groupe de Lorentz. La omposée de deux transformations spéiales derapidités φ et φ′ est une transformation spéiale de rapidité φ′′ = φ+ φ′. La vitesse v′′ de la transformationomposée est don égale à

v′′ =
v + v′

1 + vv′
(1.9)qui dé�nit la omposition des vitesses en relativité.1.2 Indies ontravariants et ovariants1.2.1 SalaireOn appelle salaire de Lorentz toute quantité invariante par transformation de Lorentz. L'élément detemps propre dτ le long d'une trajetoire de l'espae�temps Xµ(s), où s est une paramétrisation quel-onque de la trajetoire, est un salaire de Lorentz, relié à l'intervalle de temps dt par dτ =

√
dt2 − d~x2 =

dt
√

1 − ~v2 = dt/γ, où ~v = d~x/dt est la vitesse (nous avons supposé ii |~v| ≤ 1, e qui est le as pour lestrajetoires physiques). L'élément de volume d'espae�temps d4x est également un salaire de Lorentz arles transformations de Lorentz sont de déterminant ±1.



1.2. INDICES CONTRAVARIANTS ET COVARIANTS 111.2.2 Veteur ontravariantUn veteur ontravariant V µ, est un ensemble de quatre quantités qui se transforment omme les xµ partransformation de Lorentz :
V ′µ = Λµ

νV
ν (1.10)ou, sous forme matriielle :

V ′ = ΛV. (1.11)Un exemple de veteur ontravariant est la quadrivitesse d'une trajetoire Xµ(s), dé�nie par
uµ ≡ dXµ

dτ
=

(

γ
γ~v

)

. (1.12)ave γ = 1/
√

1 − ~v2. Le quadriveteur énergie-impulsion d'une partiule de masse m sur ette trajetoire estdé�ni par
pµ = muµ = m

dXµ

dτ
=

(

E~p

~p

)

, (1.13)ave E~p =
√

~p2 +m2. Notons la relation ~v = ~p/E~p.La densité de harge ρ(x) et la densité de ourant ~j(x) peuvent être réunies pour former un quadriveteurontravariant jµ(x) = (ρ(x),~j(x)).1.2.3 Veteur ovariantUn veteur ovariant est par dé�nition un veteur qui se transforme omme l'opérateur de gradient
∂/∂xµ, noté ∂µ :

∂µ =
∂x′ν

∂xµ

∂

∂x′ν
= Λν

µ∂
′
ν . (1.14)Cette dé�nition est générale et dépasse le adre de la seule relativité restreinte. Elle se rérit sous formematriielle, en notant ∇ la matrie olonne des ∂µ :

∇′ = tΛ
−1∇. (1.15)Dans le as partiulier des rotations, on a tΛ

−1
= Λ, et il n'y a pas lieu de distinguer indie ontravariant etindie ovariant. Pour les transformations de Lorentz, par ontre, on a en général d'après l'équation (1.6) :

tΛ
−1

= GΛG−1. (1.16)En utilisant pour G la valeur (1.3), on voit qu'elle oïnide ave son inverse G−1, mais nous les distingueronsii pour plus de généralité. Des deux équations préédentes, on déduit
(G−1∇′) = Λ(G−1∇) (1.17)qui montre que G−1∇ se transforme omme un veteur ontravariant. Réiproquement, si V est un veteurontravariant, GV est un veteur ovariant qu'on note ave un indie en bas :

Vµ = gµνV
ν (1.18)soit expliitement, en utilisant (1.3),







V0

V1

V2

V3






=







V 0

−V 1

−V 2

−V 3






. (1.19)Inversement, à tout veteur ovariant on assoie un veteur ontravariant par

V µ = gµνVν (1.20)où gµν est un élément de G−1. D'après (1.3), on a bien sûr gµν = gµν .



12 CHAPITRE 1. RAPPELS DE RELATIVITÉ ET D'ÉLECTROMAGNÉTISME1.2.4 TenseursUn tenseur peut avoir des indies ovariants et ontravariants. Par exemple, T µν
ρ se transforme omme

V µV νVρ.Un tenseur de rang 2 ovariant Tµν se transforme, en utilisant (1.14), suivant la loi
Tµν = Λα

µΛβ
νT

′
αβ. (1.21)On peut se servir de gµν et gµν pour baisser ou monter un indie d'un tenseur, omme dans les équations(1.18) et (1.20). En partiulier, on peut appliquer e petit jeu à gµν lui-même, et en abaisser un indie :

gµ
ν = gνρg

µρ = δµ
ν . (1.22)puisque gµν et gµν sont inverses l'un de l'autre, en formant leur produit on obtient la matrie identité, 'està dire le symbole de Kroneker δµ

ν , valant 1 si µ = ν et 0 sinon.Appliation : transformations de Lorentz in�nitésimalesUne transformation in�nitésimale des oordonnées s'érit
Λµ

ν = δµ
ν + ωµ

ν . (1.23)où les ωµ
ν sont tous petits devant 1. En développant (1.5) au premier ordre en ωµ

ν , on obtient la onditionpour que Λ soit une transformation de Lorentz in�nitésimale :
gρνω

ρ
µ + gµρω

ρ
ν = 0. (1.24)Bien que ωµ

ν ne soit pas a proprement parler un tenseur, puisque 'est la transformation de Lorentz elle-même, on peut lui appliquer formellement les règles i-dessus pour en abaisser les indies :
ωνµ + ωµν = 0. (1.25)Retenons qu'une transformation linéaire in�nitésimale, de la forme (1.23), est une transformation de Lorentzsi et seulement si ωµν est antisymétrique. Ce résultat nous sera utile dans les hapitres suivants. L'ensembledes ωµ

ν forme don un espae vetoriel de dimension 6. Cei re�ète que les transformations de Lorentz in�ni-tésimales peuvent s'érire omme produits de rotations in�nitésimales autour des trois axes de oordonnéeset de transformations spéiales in�nitésimales suivant les 3 axes. On montre que toute transformation deLorentz propre et orthohrone peut s'érire omme produit de transformations in�nitésimales. Dans le lan-gage de la topologie, ei exprime le fait que le sous�groupe propre orthohrone est la omposante onnexede l'identité.1.2.5 ContrationsSi V µ est un veteur ontravariant etWµ un veteur ovariant, il déoule des lois de transformation (1.11)et (1.15) queWµV
µ = tWV est un salaire de Lorentz (le �produit salaire� deW et V , improprement nommépuisqu'il peut être négatif). En revanhe, ni WµV µ ni WµVµ ne sont des salaires.Quelques exemples : le �arré salaire� du quadriveteur d'énergie impulsion (1.13) est simplement pµp

µ =
m2 ; l'équation de onservation du ourant jµ(x) s'érit omme la ontration ave l'opérateur de gradient :

∂µj
µ =

∂ρ

∂t
+ ~∇ ·~j = 0. (1.26)Sous ette forme, il est manifeste que l'équation de onservation du ourant est invariante par transformationde Lorentz, puisque haque membre de l'équation est un salaire de Lorentz. On dit qu'elle est érite sousforme ovariante.Notations : si aµ et bµ sont deux quadriveteurs, on notera souvent a · b = aµbµ et a2 = aµaµ. Ainsi, onérira pour le quadriveteur d'énergie�impulsion p2 ≡ E2 − ~p2 = m2.1.2.6 Tenseur totalement antisymétriqueDé�nition de ǫµνρσUn tenseur de rang 4 ('est à dire à 4 indies) T µνρσ est dit totalement antisymétrique s'il hange de signepar n'importe quel éhange de deux indies. Il est don nul lorsque deux indies sont égaux. Si les quatreindies sont tous di�érents, ils sont néessairement une permutation de (0,1,2,3). T µνρσ est alors égal auproduit de T 0123 par la signature de ette permutation : tous les tenseurs totalement antisymétriques de rang4 sont proportionnels entre eux. On note onventionnellement ǫµνρσ le tenseur totalement antisymétrique telque ǫ0123 = 1. D'après la disussion préédente, si T µνρσ est totalement symétrique, alors T µνρσ = T 0123ǫµνρσ.



1.2. INDICES CONTRAVARIANTS ET COVARIANTS 13Transformation de ǫµνρσ ; dé�nition d'un pseudo-tenseurRegardons omment ǫµνρσ se transforme dans la transformation de Lorentz x′µ = Λµ
νx

ν . Par dé�nitionde la transformation d'un tenseur ontravariant, nous pouvons érire dans le nouveau référentiel
ǫ′µνρσ = Λµ

αΛν
βΛρ

γΛσ
δǫ

αβγδ. (1.27)Le premier élément de e nouveau tenseur, ǫ′0123, orrespond préisément à la dé�nition du déterminant dela matrie Λ. D'autre part, l'équation préédente permet de montrer failement que ǫ′µνρσ est égalementtotalement antisymétrique. On en déduit don
ǫ′µνρσ = ǫµνρσ detΛ. (1.28)Rappelons que les transformations de Lorentz sont de déterminant ±1. On hoisit en fait d'inlure le fateur

detΛ dans la loi de transformation de ǫ′µνρσ , Eq. (1.27). On dit alors qu'il s'agit d'un pseudo-tenseur . Aveette transformation modi�ée, ǫ′µνρσ garde la même forme dans tout référentiel : il s'agit d'un pseudo-tenseurinvariant .Notons que la forme ovariante du tenseur totalement antisymétrique a le signe opposé : ǫ0123 =
g00g11g22g33ǫ

0123 = −1. On notera aussi que ontrairement à son homologue à trois indies ǫijk, il n'estpas invariant par permutation irulaire : ǫ1230 = −ǫ0123 = −1.Utilisations de ǫµνρσLes utilisations de e tenseur sont nombreuses. Par ontration, il permet notamment d'assoier demanière bijetive à tout tenseur totalement antisymétrique de rang r (0 ≤ r ≤ 4) un pseudotenseur, lui aussitotalement antisymétrique, de rang 4 − r. On en verra un exemple dans la setion 1.3.2.Le tenseur totalement antisymétrique permet aussi, omme à trois dimensions, de dé�nir les éléments devolume et de surfae. Etant donné quatre quadriveteurs aµ, bµ, cµ et dµ, ǫµνρσa
µbνcρdσ est le déterminant dees quatre veteurs, et orrespond par onséquent (à un signe près, qui est une onvention d'orientation liéeà la dé�nition de ǫµνρσ) à l'élément de volume d'espae�temps qu'ils délimitent. De même, le quadriveteur

wµ dé�ni par wµ = ǫµνρσa
νbρcσ est un veteur orthogonal à a, b et c : wµa

µ = wµb
µ = wµc

µ = 0. C'estla généralisation du produit vetoriel à quatre dimensions. Si, par exemple, les trois veteurs a, b et c ontdes omposantes temporelles nulles, alors wµ est dirigé suivant l'axe des temps, et w0 est l'élément devolume d'espae ompris dans le parallélépipède formé par es trois veteurs. Plus généralement, si a, b et csont quelonques, wµ représentera le veteur normal à l'hyperplan qu'ils dé�nissent, et sa norme l'élémentd'hypersurfae orrespondant.Cei permet de dé�nir l'intégration sur une hypersurfae, à trois dimensions, de l'espae-temps. Onla déoupe en petits parallélépipèdes in�nitésimaux délimités par des quadriveteurs a, b et c. L'élémentd'hypersurfae est alors leur produit vetoriel, noté dσµ. Si Σ est une hypersurfae fermée, délimitant unvolume d'espae�temps V , le théorème de Stokes permet d'érire :
∫

V

∂µf d
4x =

∮

Σ

f(x)dσµ (1.29)où dσµ est l'élément de surfae orienté vers l'extérieur de V .Appliation : ourant et hargeSoit un quadriveteur jµ(x) dépendant des oordonnées xµ. Par analogie ave l'életromagnétisme, nousdirons qu'il s'agit d'une densité de ourant et nous noterons Q(t) la harge assoiée à l'instant t, dé�nie par
Q(t) =

∫

j0(t, ~x)d3~x. Le théorème de Stokes donne
∮

Σ

jµdσµ =

∫

V

(∂µj
µ)d4x. (1.30)Si V désigne le volume d'espae-temps ompris entre les instants t1 et t2 ave t1 < t2, alors ette formules'érit

Q(t2) −Q(t1) =

∫

t1<t<t2

(∂µj
µ)d4x. (1.31)Si jµ désigne un ourant onservé, véri�ant ∂µj

µ = 0, la harge est onstante au ours du temps d'aprèsl'équation préédente. D'autre part, on peut en donner une expression plus générale :
Q =

∫

Σ

jµdσµ (1.32)



14 CHAPITRE 1. RAPPELS DE RELATIVITÉ ET D'ÉLECTROMAGNÉTISMEoù Σ est une hypersurfae quelonque s'étendant à l'in�ni dans la diretion spatiale. En e�et, ette dé�nitionoïnide bien ave la dé�nition usuelle si Σ désigne tout l'espae à t donné. Et d'autre part, si Σ et Σ′désignent deux hypersurfaes di�érentes et Q et Q′ les harges orrespondantes, la réunion de Σ et Σ′ dé�nitune hypersurfae fermée (plus préisément, qu'on peut refermer à l'in�ni), et l'équation (1.30) montre alorsque Q et Q′ oïnident.Nous avons démontré que si jµ(x) est un quadriveteur, alors Q(t) =
∫

j0(t, ~x)d3~x est indépendant dutemps et salaire de Lorentz (d'après l'équation (1.32)). Nous utiliserons à plusieurs reprises e résultat dansles hapitres suivants.1.3 Equations de MaxwellOn forme ave le potentiel salaire V (x) et le potentiel veteur ~A(x) un quadriveteur ontravariant
Aµ(x) = (V (x), ~A(x)).1.3.1 Tenseur du hamp életromagnétiqueC'est un tenseur de rang 2 antisymétrique dé�ni par

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ. (1.33)On véri�e que ses omposantes orrespondent aux oordonnées du hamp életrique ~E = −~∇V − ∂ ~A/∂t etdu hamp magnétique ~B = ~∇× ~A :
Fµν =







0 Ex Ey Ez

−Ex 0 −Bz By

−Ey Bz 0 −Bx

−Ez −By Bx 0






. (1.34)La forme ontravariante Fµν s'obtient en remplaçant ~E par − ~E dans (1.34).1.3.2 Tenseur dualOn dé�nit le tenseur dual, qui est en fait un pseudotenseur, par

F̃µν =
1

2
ǫµνρσFρσ . (1.35)Il s'érit expliitement

F̃µν =







0 −Bx −By −Bz

Bx 0 Ez −Ey

By −Ez 0 Ex

Bz Ey −Ex 0






. (1.36)On voit qu'on passe de Fµν (forme ontravariante) à F̃µν au moyen des substitutions

~E → ~B
~B → − ~E. (1.37)Par onséquent, le dual du dual de Fµν est −Fµν .1.3.3 Invariants bilinéairesA partir de Fµν , on peut onstruire par ontration un salaire de Lorentz et un pseudo-salaire :

FµνFµν = −2
(

~E2 − ~B2
)

F̃µνFµν = −4 ~E · ~B. (1.38)Cei montre en partiulier que si ~E et ~B sont orthogonaux dans un référentiel, ils le restent dans toutréférentiel. De même, s'ils ont même norme dans un référentiel (dans un système d'unités où c = 1), ils ontmême norme dans tout référentiel.



1.3. EQUATIONS DE MAXWELL 151.3.4 Premier groupe d'équations de MaxwellLe premier groupe d'équations de Maxwell
~∇ · ~B = 0

~∇× ~E = −∂
~B

∂t
(1.39)s'érit sous forme ovariante en utilisant le tenseur dual (1.36) :

∂µF̃
µ0 = ~∇ · ~B

∂µF̃
µi = −

(

∂ ~B

∂t
− ~∇× ~E

)

i

, (1.40)d'où
∂µF̃

µν = 0. (1.41)En remplaçant F̃µν par sa dé�nition, (1.35), on peut obtenir une expression équivalente du premier grouped'équations de Maxwell :
∂µFνρ + ∂νFρµ + ∂ρFµν = 0. (1.42)Cette expression est totalement antisymétrique dans les indies µ, ν et ρ, et ne donne don que 4 équationsindépendantes, omme (1.41).Le premier groupe d'équations de Maxwell est automatiquement véri�é si Fµν s'exprime au moyen depotentiels suivant l'équation (1.33). En remplaçant F̃µν par sa dé�nition, Eq. (1.35), on obtient en e�et

∂µF̃
µν =

1

2
ǫµνρσ(∂µ∂ρAσ − ∂µ∂σAρ). (1.43)En développant, le premier terme ontient ∂µ∂ρ qui est symétrique en µ et ρ, et s'annule par ontrationave le tenseur totalement antisymétrique. De même pour le deuxième terme.1.3.5 Deuxième groupe d'équations de MaxwellLe deuxième groupe d'équations de Maxwell

~∇ · ~E = ρ

~∇× ~B = ~j +
∂ ~E

∂t
(1.44)(nous hoisissons un système d'unités où ǫ0 = 1) s'érit sous forme ovariante

∂µF
µν = jν . (1.45)La onservation du ourant apparaît omme une onséquene direte des équations de Maxwell érites sousla forme (1.45). En e�et, en ontratant le premier membre par ∂ν on obtient ∂ν∂µF

µν , qui est la ontrationd'un tenseur symétrique par un tenseur antisymétrique, et vaut don 0 :
∂ν∂µF

µν = ∂νj
ν = 0 (1.46)qui est bien l'équation de onservation du ourant, (1.26).1.3.6 Invariane de jaugeEn e�etuant la transformation

Aµ(x) → Aµ(x) + ∂µΛ(x), (1.47)où Λ(x) est une fontion arbitraire des oordonnées d'espae�temps, alors Fµν dé�ni par l'équation (1.33)est inhangé. On appelle ei une transformation de jauge. Elle ne modi�e pas les quantités physiques.Par un hoix onvenable de Λ, on peut assurer la ondition ∂µA
µ = 0, dite ondition de jauge de Lorenz.C'est une ondition ovariante, qui reste véri�ée dans tout référentiel ontrairement à, par exemple, la jaugede Coulomb ~∇ · ~A = 0. Dans la jauge de Lorenz, les équations de Maxwell (1.45) se rérivent, en utilisant(1.33) :

�Aµ = jµ (1.48)ave la notation � ≡ ∂µ∂
µ = ∂2/∂t2 − ∆.
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Chapitre 2Partiule de spin 0La méanique quantique non relativiste esse de s'appliquer lorsque la quantité de mouvement devientomparable à mc, 'est à dire lorsque la longueur d'onde de de Broglie λ = h/p n'est plus très grande devantla longueur d'onde de Compton dé�nie par λC = h/mc. Pour l'életron, elle-i vaut λC ≃ 2, 4 × 10−12 m.Elle est don plus petite que l'atome d'hydrogène, mais beauoup plus grande que le noyau atomique : lese�ets relativistes se traduisent par des petites orretions (dites de struture �ne) sur le spetre de l'atomed'hydrogène ; en revanhe, des életrons ultrarelativistes seront néessaires pour sonder la struture du noyauatomique.Nous ommençons l'étude de la méanique quantique relativiste par les partiules sans spin. Ce hoix estguidé par un soui de simpliité. Dans le modèle standard des interations életrofaibles et fortes, ependant,la seule partiule élémentaire de spin nul est le boson de Higgs, qui n'a pas enore été vu ; les autres sontsoit de spin 1/2 (életrons, neutrinos, quarks), soit de spin 1 (photons, gluons, bosons W et Z). Un exempleimportant de partiule de spin 0 est ependant fourni par les pions π+, π0 et π−, partiules ompositesinstables formées d'un quark et d'un antiquark. Presque sept fois moins lourds que le proton, e sont les pluslégers des �hadrons�, partiules subissant l'interation forte. Dans les ollisions à haute énergie, produitesdans les aélérateurs de partiules ou lors de l'entrée des rayons osmiques dans l'atmosphère, la majoritédes partiules réées sont des pions.2.1 Partiule libreNous travaillerons dans le système d'unités naturel de la méanique quantique relativiste, dans lequel
~ = c = 1. Il su�t alors de hoisir une unité d'énergie (souvent exprimée en életron-Volt, eV ) pour �xer lesunités de masse ([M ] = [E]), de longueur et de temps ([L] = [T ] = [E]−1).2.1.1 Equation de Klein�GordonLe passage de la méanique du point à la méanique ondulatoire se fait à partir de la formulationhamiltonienne de la méanique lassique, suivant la proédure de quanti�ation dite �anonique�, qui postuleles orrespondanes :

E → i
∂

∂t
~p → −i~∇, (2.1)où ~p désigne l'impulsion anonique assoiée à la oordonnée ~x, et E l'énergie. En utilisant la notationovariante, es deux règles se résument à une seule :
pµ → i∂µ. (2.2)Pour une partiule libre non relativiste, ette presription onduit à l'équation de Shrödinger.

E =
~p2

2m
−→ i

∂ψ

∂t
= − 1

2m
∆ψ. (2.3)Pour une partiule relativiste, la relation orrete entre énergie et impulsion est E =

√

~p2 +m2. Si onappliquait diretement ei à une équation d'onde, en développant en puissanes de ~p2, qui devient −∆, on17



18 CHAPITRE 2. PARTICULE DE SPIN 0obtiendrait des dérivées d'ordre arbitraire de la fontion d'onde. Pour éviter es di�ultés, on préfère érire
E2 = ~p2 +m2.Mais en faisant ette modi�ation, on introduit également omme solution possible E = −

√

~p2 +m2, etune solution d'énergie négative n'est pas physiquement satisfaisante. Nous verrons que l'interprétation dessolutions d'énergie négative est le problème essentiel, aratéristique, de la méanique quantique relativiste.La solution de e problème est tout à fait remarquable : loin d'être un simple artefat mathématique, essolutions d'énergie négative re�ètent l'existene d'antipartiules assoiées à haque partiule.La relation E2 = ~p2 +m2 se traduit par l'équation d'onde
(� +m2)φ(t, ~x) = 0, (2.4)dite équation de Klein�Gordon.Contrairement à l'équation de Shrödinger, l'équation de Klein�Gordon est du seond ordre en temps.Pour dé�nir omplètement l'état quantique à un instant t0, il faut don se donner à la fois la fontiond'onde φ(t0, ~x) et sa dérivée temporelle ∂φ/∂t(t0, ~x) en tout point ~x : es onditions initiales dé�nissent,mathématiquement, un problème de Cauhy pour l'équation de Klein�Gordon, dont la solution est unique.Notons aussi que omme toute équation di�érentielle du seond ordre en temps, l'équation de Klein�Gordon (2.4) peut être rérite sous forme d'un système de deux équations du premier ordre en temps. C'estl'objet de l'exerie 2.7.2, qui met l'équation de Klein�Gordon sous une forme analogue à l'équation deShrödinger.2.1.2 Covariane de l'équation ; spinL'opérateur � = ∂µ∂µ étant un salaire de Lorentz, l'équation de Klein�Gordon est manifestementinvariante par transformation de Lorentz.Soyons plus préis. Notons Λ la matrie 4 × 4 de la transformation de Lorentz. Les nouvelles oordon-nées sont alors dé�nies par x′ = Λx. Si φ est solution de l'équation de Klein-Gordon, alors la solutionorrespondante dans le nouveau référentiel est notée φ′. Elle est dé�nie par

φ′(x′) = φ(x). (2.5)En partiulier, ette équation nous dite la transformation de la fontion d'onde de Klein-Gordon dans unerotation. Cei nous permet d'obtenir l'expression du moment inétique total de la partiule orrespondante,qui est par dé�nition le générateur des rotations in�nitésimales. Rappelons e que ela signi�e. Tout d'abord,dé�nissons la rotation in�nitésimale d'angle θ ≪ 1 autour de l'axe de oordonnées j. A ~x, elle assoie ~x′dé�ni par :
~x′ = ~x+ θ~ej × ~x, (2.6)soit expliitement
x′k = xk + θǫkjlxl. (2.7)Dans ette rotation, la fontion d'onde φ sera hangée en φ′ dé�nie plus haut. Le moment inétique selonl'axe j, noté Jj , est un opérateur agissant sur φ, qu'on dé�nit à partir de la transformation de φ à φ′ en unpoint donné ~x :

φ′(~x) − φ(~x) = −iθJjφ(~x), (2.8)où nous avons omis le temps t, qui est le même partout. Cette dé�nition du moment inétique total estgénérale.A partir de la loi de transformation (2.5), nous pouvons obtenir l'expression expliite de l'opérateur Jj .Notons déjà qu'elle sera la même que pour la fontion d'onde de Shrödinger, qui se transforme de la mêmefaçon par rotation. Nous ommençons par érire
φ′(~x) − φ(~x) = φ′(~x) − φ′(~x′) = −δxk

∂φ′

∂xk
(2.9)où δxk = x′k −xk désigne la variation de la oordonnée xk. Au premier ordre en θ, on peut onfondre φ′ ave

φ. En remplaçant δxk par son expression (2.7), on obtient alors
φ′(~x) − φ(~x) = −θǫkjlxl

∂φ

∂xk
. (2.10)En identi�ant ave (2.8), on obtient

Jj = −iǫjlkxl
∂

∂xk
. (2.11)



2.1. PARTICULE LIBRE 19Vetoriellement, ei s'érit omme un produit vetoriel
~J = ~x× (−i~∇). (2.12)On reonnait l'expression de l'opérateur de moment inétique orbital, ~L = ~x × ~P , où ~P = −i~∇ désignel'opérateur d'impulsion. Rappelons qu'on déompose généralement le moment inétique ~J sous la forme

~J = ~L + ~S, où ~S désigne l'opérateur de spin. Ii, ~J = ~L don ~S = 0 : la partiule dérite par l'équation deKlein�Gordon est de spin nul.2.1.3 Solution générale de l'équationL'équation de Klein-Gordon (2.4) est une équation aux dérivées partielles à oe�ients onstants. Toutesolution peut don s'érire omme ombinaison linéaire d'ondes planes, de la forme
φ(t, ~x) = e−i(Et−~p·~x). (2.13)L'équation de Klein�Gordon impose la relation de dispersion ave E = ±

√

~p2 +m2.Nous allons ommener par dé�nir une base d'ondes planes. Nous notons p0 = E~p =
√

~p2 +m2, et nousdé�nissons
φ~p(t, ~x) =

1
√

2E~pV
e−i(E~pt−~p·~x) =

1
√

2E~pV
e−ipµxµ , (2.14)où la normalisation dans le volume V , pour l'instant arbitraire, s'avérera utile un peu plus loin. C'est unesolution à énergie positive de l'équation de Klein-Gordon. D'autre part, l'équation de Klein-Gordon (2.4) està oe�ients réels. Par onséquent, si φ~p(t, ~x) est solution, son omplexe onjugué φ∗~p(t, ~x) l'est également.C'est une solution d'impulsion −~p et d'énergie négative −E~p.La solution générale de l'équation de Klein-Gordon s'érit don

φ(x) =
∑

~p

(

b~pφ~p(x) + d∗~pφ
∗
~p(x)

)

, (2.15)où la somme porte sur les valeurs permises de l'impulsion dans le volume V , et b~p et d~p désignent desoe�ients omplexes arbitraires.Nous allons terminer ette première partie par la résolution du problème suivant : étant donné une solutionarbitraire φ(x) de l'équation de Klein�Gordon, omment aluler les oe�ients b~p et d~p de sa déompositionsur la base des ondes planes ? Commençons par b~p. Dans le as de l'équation de Shrödinger, on projette φsur φ~p en alulant
〈φ~p|φ〉 =

∫

V

φ∗~p(t, ~x)φ(t, ~x) d3~x, (2.16)où l'intégrale s'e�etue sur le volume V à un temps �xé t. φ~p étant une onde plane, ei revient à e�etuerune transformée de Fourier à t �xé, qui isole la omposante d'impulsion ~p dans la fontion d'onde φ. Dansle as de l'équation de Klein�Gordon, ça ne marhe pas, ar il y a deux solutions indépendantes d'impulsion
~p, la solution d'énergie positive φ~p(x) et la solution d'énergie négative φ∗−~p(x). En remplaçant φ~p et φ parleurs expressions respetives (2.14) et (2.15), on obtient en e�et

∫

V

φ∗~p(t, ~x)φ(t, ~x) d3~x =
1

2E~p
b~p +

1

2E~p
e2iE~ptd∗−~p, (2.17)e qui ne su�t pas à déterminer b~p. C'est logique ar à t �xé, φ(x) ne ontient pas toute l'informationsur l'état du système. Celui-i n'est déterminé que si on onnaît également la dérivée ∂φ/∂t, qu'il est donnaturel de faire intervenir. Calulons don

∫

V

φ∗~p(t, ~x) i
∂φ(t, ~x)

∂t
d3~x =

1

2
b~p −

1

2
e2iE~ptd∗−~p. (2.18)Il ne reste qu'à éliminer d∗−~p entre les deux dernières équations pour obtenir b~p :

b~p =

∫

V

(

φ∗~p(t, ~x)i
∂φ(t, ~x)

∂t
+ E~pφ

∗
~p(t, ~x)φ(t, ~x)

)

d3~x

= i

∫

V

(

φ∗~p(t, ~x)
∂φ(t, ~x)

∂t
−
∂φ∗~p(t, ~x)

∂t
φ(t, ~x)

)

d3~x. (2.19)On obtient de même d~p en remplaçant φ par φ∗ dans ette équation.



20 CHAPITRE 2. PARTICULE DE SPIN 02.2 Interprétation probabilistePour que l'équation d'onde aquière un sens physique, il faut dé�nir son interprétation en terme deprobabilités. Nous allons en proposer une qui s'applique aux états d'énergie positive. Nous reviendrons surles états d'énergie négative à la �n de e hapitre.2.2.1 Amplitude de probabilitéSoit φ1(x) et φ2(x) deux solutions d'énergie positive de l'équation de Klein-Gordon. Si le système est dansl'état φ2(x), nous dé�nissons l'amplitude de probabilité d'être dans l'état φ1(x) par analogie ave l'équation(2.19) :
〈φ1|φ2〉 = i

∫

V

d3~x

(

φ∗1
∂φ2

∂t
− ∂φ∗1

∂t
φ2

)

, (2.20)où l'intégrale s'e�etue pour une valeur �xée de t. Cette quantité est aussi appelée reouvrement entre φ1 et
φ2. Cette dé�nition di�ère de elle de l'équation de Shrödinger pare que l'équation de Klein�Gordon estdu seond ordre en temps. C'est la di�ulté essentielle de e hapitre. Nous verrons au hapitre 3 que eproblème n'apparaît pas pour des partiules de spin 1/2, dérites par l'équation de Dira.En prenant pour φ(x) une onde plane d'énergie positive φ~q(x) dans les équations (2.15) et (2.19), onobtient 〈φ~p|φ~q〉 = δ~p,~q. On en déduit deux hoses : d'une part les ondes planes (2.14) sont normalisées(〈φ~p|φ~p〉 = 1), e qui explique notre onvention de normalisation. D'autre part, l'équation (2.20) dé�nit bienun produit salaire hermitien (une forme sesqulinéaire hermitienne dé�nie positive) sur l'espae des solutionsd'énergie positive.Peut-on étendre la dé�nition (2.20) aux états d'énergie négative ? Tout d'abord, si on remplae φ(x) parune onde plane d'énergie négative φ∗~q(x) dans les équations (2.15) et (2.19), on obtient 〈φ~p|φ∗~q

〉

= 0 : lereouvrement est nul entre un état d'énergie positive et un état d'énergie négative, e qui est satisfaisant.Les problèmes surviennent si on alule le reouvrement entre deux ondes planes d'énergie négative φ∗~p(x)et φ∗~q(x). En remplaçant φ1 et φ2 par leurs omplexes onjugués dans (2.20), on hange en e�et le signede l'amplitude à ause du fateur i. On a don 〈φ∗~p|φ∗~q〉 = −〈φ~p|φ~q〉 = −δ~p,~q. Par onséquent, l'équation(2.20) ne dé�nit pas une forme bilinéaire dé�nie positive sur l'ensemble des solutions de l'équation de Klein�Gordon. Mais nous n'avons pas enore d'interprétation physique pour les solutions d'énergie négative, etnous laisserons e problème de �té pour l'instant.Notons que la dé�nition du reouvrement �xe la dimension de la fontion d'onde de Klein�Gordon.Puisque l'amplitude de probabilité est sans dimension, on déduit de l'équation (2.20) que la fontion d'onde
φ doit être homogène à l'inverse d'une longueur [φ] ≡ L−1 = E. La fontion d'onde de Klein�Gordon n'adon pas la même dimension que la fontion d'onde de Shrödinger [ψ] ≡ L−3/2.2.2.2 Invariane de LorentzNotre interprétation probabiliste n'a de sens que si l'amplitude de probabilité est indépendante du temps(e qu'on a déjà pu onstater sur l'équation (2.19)), et aussi indépendante du référentiel hoisi pour laaluler.Pour véri�er es propriétés, nous introduisons un quadriveteur jµ(x), dit ourant de transition entre φ2et φ1, dé�ni par

jµ(x) = i (φ∗1 ∂
µφ2 − (∂µφ∗1)φ2) . (2.21)Ce ourant est onservé si φ1 et φ2 sont solutions de l'équation de Klein�Gordon (2.4) :

∂µj
µ(x) = i (φ∗1 �φ2 − (�φ∗1)φ2) = i

(

φ∗1 (−m2φ2) − (−m2φ∗1)φ2

)

= 0. (2.22)La onservation d'un quadriveteur ourant implique que la harge assoiée Q =
∫

V j
0d3~x, qui orrespondpréisément à l'amplitude de probabilité (2.20), est bien indépendante de t ainsi que du référentiel hoisipour la aluler (on peut le voir par analogie ave le ourant életrique ; une démonstration formelle estégalement donnée dans la setion 1.2.6).Si nous avions hoisi la même dé�nition de l'amplitude de probabilité que pour l'équation de Shrödinger,elle n'aurait pas été invariante par transformation de Lorentz. De plus, le reouvrement entre un état d'énergiepositive et un état d'énergie négative aurait été non nul (et dépendant du temps !).



2.3. COUPLAGE AU CHAMP ÉLECTROMAGNÉTIQUE 212.2.3 Densité et ourant de probabilitéLa densité ρ(x) et le ourant de probabilité ~j(x) assoiés à une fontion d'onde φ(x) forment un qua-driveteur jµ = (ρ,~j), qui s'obtient naturellement en posant φ1 = φ2 = φ dans le ourant de transition(2.21) :
jµ(x) = i (φ∗ ∂µφ− (∂µφ∗)φ) . (2.23)Ce ourant de probabilité est réel (le ourant de transition, lui, ne l'est pas en général). Pour l'onde planed'énergie positive φ~p(x), il est onstant :

jµ(x) =
1

2E~pV
2pµ. (2.24)Le ourant et la densité sont don reliés par ~j = ρ ~p/E~p = ρ~v, où ~v = ~p/E~p désigne la vitesse de groupe del'onde plane, qui orrespond à la vitesse des partiules lassiques.2.2.4 Limite non relativisteIl reste à véri�er que notre interprétation probabiliste oïnide ave elle de l'équation de Shrödingerdans la limite non relativiste.Soit une solution φ(x) d'énergie positive et non relativiste, 'est à dire une superposition d'ondes planesave |~p| ≪ m, et E =

√

~p2 +m2 ≃ m+ ~p2/2m. Alors, la fontion ψ(x) dé�nie par
φ(x) =

e−imt

√
2m

ψ(x) (2.25)sera naturellement solution de l'équation de Shrödinger, puisqu'elle est superposition d'ondes planes d'éner-gie inétique ~p2/2m.Calulons la densité et le ourant de probabilité dans ette limite. L'énergie totale étant presque égale àl'énergie de masse, i∂φ/∂t ≃ mφ à l'ordre 0 en ~p. La densité de probabilité devient alors
ρ(t, ~x) = 2mφ∗φ = ψ∗ψ (2.26)qui orrespond bien à la densité de probabilité de l'équation de Shrödinger.Quant au ourant, il s'obtient immédiatement à partir de (2.23) et (2.25) :

~j(t, ~x) = −i
(

φ∗ ~∇φ− (~∇φ∗)φ
)

= − i

2m

(

ψ∗ ~∇ψ − (~∇ψ∗)ψ
)

, (2.27)qui oïnide bien ave le ourant de probabilité de l'équation de Shrödinger.2.3 Couplage au hamp életromagnétiquePour faire de la physique intéressante, il faut mettre des interations, que nous voulons d'autre partompatibles ave la relativité. Dans les deux setions qui suivent, nous examinons le as de l'interation aveun hamp életromagnétique. D'autres types d'interations, formellement plus simples mais d'un intérêtphysique moins immédiat, sont étudiés dans les exeries 2.7.8 et 2.7.9.2.3.1 Rappels de méanique lagrangienneLe lagrangien d'une partiule de harge e dans un hamp életromagnétique Aµ(x) donné s'érit
L(~x,~v) = −m

√

1 − ~v2 − eA0(~x) + e~v · ~A(~x) (2.28)De e lagrangien, on déduit l'impulsion anonique
~p =

∂L
∂~v

=
m~v√
1 − ~v2

+ e ~A (2.29)et l'énergie
E = ~p · ~v − L =

m√
1 − ~v2

+ eA0. (2.30)



22 CHAPITRE 2. PARTICULE DE SPIN 0Autrement dit, on introduit le hamp életromagnétique au moyen de la substitution pµ → pµ − eAµ. Enéliminant la vitesse ~v entre es deux expressions, on obtient la relation suivante entre énergie et impulsion,que nous érivons sous forme ovariante :
(E − eA0)2 − (~p− e ~A)2 = (pµ − eAµ)(pµ − eAµ) = m2. (2.31)On remarquera que, omme dans le as non relativiste, l'impulsion anonique (2.29) ne oïnide pas ave laquantité de mouvement en présene d'un hamp magnétique. De même, l'énergie (2.30) est ii l'énergie mé-anique totale, somme de l'énergie de masse, de l'énergie inétique et de l'énergie potentielle életrostatique.Notons aussi que pµ dé�ni par (2.29) et (2.30) n'est pas une quantité invariante de jauge.2.3.2 Forme de l'équation d'ondeEn appliquant la règle de orrespondane pµ → i∂µ, la relation (2.31) donne l'équation d'onde

(i∂µ − eAµ(x)) (i∂µ − eAµ(x))φ(x) = m2φ(x). (2.32)Introduisons l'opérateur de dérivée ovariante dé�ni par
Dµ ≡ ∂µ + ieAµ(x). (2.33)L'équation (2.32) devient alors

(DµD
µ +m2)φ(x) = 0. (2.34)En développant, ette équation se rérit

(� +m2)φ = −ie (∂µ(Aµφ) +Aµ∂µφ) + e2AµAµφ (2.35)où le seond membre dérit le ouplage au hamp életromagnétique.Il est important de onnaître la dimension des diverses quantités intervenant dans l'équation (2.32). Dansle système d'unités où ~ = c = ǫ0 = 1, Aµ a la dimension d'une énergie : en e�et, ~E2/2 est la densité d'énergiepar unité de volume, homogène à [E]4, don ~E est homogène à [E]2 et Aµ à [E]. Cei implique que la harge
e est sans dimension : e2/(4π) = e2/(4πǫ0~c) ≃ 1/137, 036 est dite onstante de struture �ne. Le fait que esoit petit devant 1 est fondamental : il nous permettra de faire des développements en puissanes de e, 'està dire de la théorie de perturbations.2.3.3 Courant de transitionEn présene d'un hamp életromagnétique, il faut remplaer la dérivée ∂µ par la dérivée ovariante Dµdans l'expression du ourant de transition (2.21) :

jµ(x) = i (φ∗1 D
µφ2 − (Dµφ1)

∗φ2) . (2.36)On doit naturellement e�etuer la même substitution dans l'amplitude de probabilité (2.20) et le ourant deprobabilité (2.23).Pour véri�er que le ourant ainsi dé�ni est bien onservé, il su�t d'utiliser l'identité suivante, valablepour n'importe quelles fontions omplexes f(x) et g(x), qui s'obtient en utilisant la dé�nition de la dérivéeovariante, Eq. (2.33) :
∂µ(f∗g) = (Dµf)∗g + f∗(Dµg). (2.37)En utilisant ette identité, on obtient

∂µj
µ(x) = i (φ∗1 DµD

µφ2 − (DµD
µφ1)

∗φ2) , (2.38)qui s'annule en utilisant l'équation de Klein-Gordon sous la forme (2.34).2.3.4 Invariane de jaugeLa transformation
φ′(x) = φ(x)e−ieΛ(x)

A′µ(x) = Aµ(x) + ∂µΛ(x), (2.39)



2.4. DIFFUSION PAR UN POTENTIEL 23ave Λ(x) arbitraire est une transformation de jauge sur le hamp Aµ(x), 'est à dire qu'elle ne hange pas letenseur du hamp életromagnétique Fµν . Cette transformation laisse inhangée l'équation de Klein�Gordon,omme on le véri�e aisément en regardant la transformation de la dérivée ovariante Dµ :
D′

µφ
′ = (∂µ + ieA′

µ)φ′ = e−ieΛ(∂µ + ieAµ)φ = e−ieΛDµφ. (2.40)Cette équation montre également que le ourant de transition (2.36) est invariant de jauge. Cei assure queles amplitudes de probabilité sont invariantes par transformation de jauge.2.4 Di�usion par un potentielNous allons étudier, à titre d'exemple, la di�usion d'une partiule relativiste par un hamp életroma-gnétique donné Aµ(x) : il s'agit simplement de la généralisation relativiste de la di�usion de Rutherford.Ce alul nous permettra d'introduire des onepts et des tehniques très utiles en physique des partiules.D'autres exemples de solutions de l'équation de Klein�Gordon en présene d'un hamp életromagnétiquesont présentés dans les exeries 2.7.3 à 2.7.7.Pour e alul, le hamp életromagnétique Aµ(x) sera traité omme une petite perturbation. Rappelonsd'abord la théorie des perturbations dépendant du temps au premier ordre pour l'équation de Shrödinger.Nous verrons ensuite omment l'étendre à l'équation de Klein�Gordon.2.4.1 Rappels sur l'équation de ShrödingerPour une partiule non relativiste soumise à un potentiel pouvant dépendre du temps W (x), l'équationde Shrödinger s'érit
(

i
∂

∂t
−H0

)

|ψ〉 = W |ψ〉 (2.41)où l'on a noté H0 = −∆/2m le hamiltonien libre. Nous allons aluler l'amplitude de di�usion d'une partiulepar le potentiel W (x), au premier ordre en W (x). On suppose que pour t → −∞, |ψ〉 est une solution del'équation de Shrödinger libre, notée |ψi〉, et on va aluler la probabilité d'être dans un autre état libre,noté |ψf 〉, à t→ +∞. Ces deux états, qui sont bien dé�nis pour tout t, sont dits états �in� (entrant) et �out�(sortant), respetivement.Il faut don aluler l'amplitude de transition
Afi = lim

t→∞
〈ψf |ψ〉 = lim

t→∞

∫

V

d3~xψ∗
f (x)ψ(x) (2.42)où ψ et ψf sont respetivement solutions de

i
∂

∂t
|ψ〉 = (H0 +W ) |ψ〉

i
∂

∂t
|ψf 〉 = H0 |ψf 〉 (2.43)La deuxième équation se rérit
−i ∂
∂t

〈ψf | = 〈ψf |H0, (2.44)où le hamiltonien agit à gauhe. En ombinant les équations d'évolution de |ψ〉 et 〈ψf |, on obtient
i
∂

∂t
〈ψf |ψ〉 = 〈ψf |W |ψ〉 . (2.45)En intégrant (2.45) sur le temps, et en supposant le reouvrement nul à t = −∞ (l'état initial et l'état�nal di�èrent), on en déduit l'amplitude de transition

Afi = −i
∫ ∞

−∞

dt 〈ψf |W |ψ〉 = −i
∫

d4xψ∗
f (x)W (x)ψ(x). (2.46)Cette équation est exate, mais on ne onnaît pas la fontion d'onde ψ(x). On va supposer que ψ oïnideave l'onde inidente ψi. On obtient alors le résultat suivant, orret au premier ordre dans la perturbation

W (x) :
Afi = −i

∫

d4xψ∗
f (x)W (x)ψi(x). (2.47)



24 CHAPITRE 2. PARTICULE DE SPIN 0Remarquons que nous avons obtenu l'amplitude de transition au premier ordre diretement, sans même avoireu besoin de aluler la fontion d'onde ψ(x) au premier ordre dans la perturbation. Si on veut e�etuer unalul à un ordre n, il su�t, d'après l'équation (2.46), de déterminer ψ(x) à l'ordre n− 1. On dit qu'il s'agitd'une formule de rédution, que nous allons maintenant généraliser à l'équation de Klein�Gordon.2.4.2 Extension à l'équation de Klein�GordonConsidérons l'équation
(� +m2)φ(x) = −W (x)φ(x), (2.48)oùW (x) désigne un opérateur agissant sur φ (notons que W (x) ne orrespond pas à une énergie potentielle :sa dimension est [E]2 au lieu de [E]). En raisonnant de la même façon que pour l'équation de Shrödinger,on suppose que pour t → −∞, φ est une onde libre φi(x), et on va aluler la probabilité d'être dans uneautre onde libre, notée φf (x), pour t→ ∞.D'après la dé�nition du reouvrement pour l'équation de Klein�Gordon (2.20), l'amplitude de transitions'érit ette fois

Afi = i lim
t→+∞

∫

t

d3~x

(

φ∗f
∂φ

∂t
−
∂φ∗f
∂t

φ

) (2.49)où φ et φf sont respetivement solutions de
(� +m2)φ = −Wφ

(� +m2)φf = 0. (2.50)Comme dans la setion 2.2.1, le reouvrement entre φ et φf représente la harge assoiée au ourant detransition dé�ni par (2.21) :
jµ(x) = i

(

φ∗f ∂
µφ− (∂µφ∗f )φ

)

. (2.51)Mais à ause de la perturbation W (x), e ourant n'est plus onservé, omme il l'était pour l'équation libre.Des équations (2.50), on déduit en e�et
∂µj

µ = −iφ∗f W φ. (2.52)Par onséquent, le reouvrement entre φf et φ n'est pas onstant au ours du temps. Sa variation entredeux instants t1 et t2 est donnée par l'intégrale sur l'espae-temps ompris entre t1 et t2 de ∂µj
µ (voirEq. (1.31)). Dans la limite t1 → −∞ et t2 → +∞, le reouvrement étant nul pour t→ −∞ (on s'intéresse àune transition vers un état di�érent de l'état initial), on obtient don

Afi =

∫

d4x∂µj
µ = −i

∫

d4xφ∗fWφ. (2.53)Notons qu'ave les onventions hoisies, le résultat est formellement identique à elui obtenu pour l'équationde Shrödinger, Eq.(2.46).C'est une formule exate, mais on ne onnait pas φ(x). Au premier ordre dans la perturbation W (x), onpeut remplaer φ par φi, d'où
Afi = −i

∫

d4xφ∗fWφi. (2.54)Les aluls d'ordre supérieur seront étudiés dans le hapitre 5.2.4.3 Di�usion par un hamp életromagnétiqueAu premier ordre en Aµ, l'équation de Klein�Gordon en présene d'un hamp életromagnétique,Eq.(2.35), s'érit sous la forme (2.48) ave W = ie(∂µA
µ + Aµ∂µ). On n'oubliera pas que l'opérateur ∂µagit sur tout e qui suit. L'amplitude de transition au premier ordre est donnée par (2.54) :

Afi = e

∫

d4x
(

φ∗f∂
µ(Aµφi) + φ∗fAµ∂

µφi

)

. (2.55)En intégrant le premier terme par parties, en supposant que Aµ s'annule pour t = ±∞, on peut mettrel'amplitude sous la forme
Afi = −i

∫

d4x jµ(x)Aµ(x) (2.56)où l'on a introduit le ourant de transition entre φi et φf

jµ(x) = ie
(

φ∗f (∂µφi) − (∂µφ
∗
f )φi

)

, (2.57)qui est elui dé�ni par l'équation (2.21), 'est à dire alulé en l'absene de hamp, à un fateur e près : ilne s'agit plus d'un ourant de probabilité mais d'un ourant életrique.



2.4. DIFFUSION PAR UN POTENTIEL 252.4.4 Invariane de jaugeSoit la transformation de jauge Aµ → Aµ + ∂µΛ, ave Λ(x) arbitraire, nulle à l'in�ni. La variation del'amplitude dans ette transformation est donnée par (2.56) :
δAfi = −i

∫

d4x jµ(x)∂µΛ(x). (2.58)En intégrant par parties, en utilisant que Λ(x) est nulle à l'in�ni, on obtient
δAfi = i

∫

d4x (∂µj
µ(x))Λ(x) = 0. (2.59)Or le ourant de transition véri�e l'équation de onservation ∂µj

µ = 0, omme le montre l'équation (2.22)(rappelons que φi et φf sont solutions de l'équation de Klein-Gordon libre) Don l'amplitude de transitionest invariante dans la transformation de jauge.2.4.5 Diagramme de FeynmanChoisissons pour φi et φf des ondes planes normalisées d'énergies positive, d'impulsions respetives pi et
pf , données par l'équation (2.14). Le ourant de transition (2.57) vaut alors

jµ(x) = e
(

pµ
i + pµ

f

)

e−i(pν
i −pν

f )xν
1

√

2V E~pi

1
√

2V E~pf

. (2.60)L'amplitude de transition, Eq. (2.56), fait apparaître la transformée de Fourier du hamp életromagnétique.Nous ommençons don par dé�nir la transformée de Fourier F̃ (ω,~k) d'une fontion quelonque F (t, ~x)par
F̃ (ω,~k) =

∫

dt d3~xF (t, ~x) ei(ωt−~k·~x). (2.61)Cei peut également s'érire sous forme ovariante, en introduisant le quadriveteur kµ ≡ (ω,~k) :
F̃ (k) =

∫

d4xF (x) eikµxµ . (2.62)Si F (x) est une fontion salaire de Lorentz, il en sera alors de même de F̃ (k).La transformée inverse est donnée par
F (t, ~x) =

∫

dω d3~k

(2π)4
F̃ (ω,~k) e−i(ωt−~k·~x) =

∫

d4k

(2π)4
F̃ (k) e−ikµxµ . (2.63)Ave ette notation, l'amplitude de transition (2.56) s'érit sous la forme

Afi = −ie
(

pµ
i + pµ

f

)

Ãµ(pf − pi)
1

√

2V E~pi

1
√

2V E~pf

(2.64)où l'on a fait apparaître la transformée de Fourier du hamp életromagnétique.Retenons que l'amplitude de transition est le produit des fateurs de normalisation 1/
√

2E~pV par unequantité salaire de Lorentz et indépendante du volume de normalisation, dite amplitude réduite et notée
τfi.Ce proessus se représente par le diagramme de Feynman de la �gure 2.1. La ligne ondulée désigne lehamp életromagnétique. La roix signale qu'il s'agit d'un hamp extérieur donné. La partiule salaire estsymbolisée par des tirets, ave une �èhe donnant le sens de propagation de la harge életrique. L'intersetionentre les deux lignes, dite �vertex�, représente l'interation entre la partiule et le hamp.Les règles de Feynman permettent, à partir d'un diagramme, de aluler l'amplitude réduite orrespon-dante, qui s'érit omme le produit de poids assoiés aux diverses parties du diagramme (vertex, lignesexternes, lignes internes quand il y en a). De e proessus, nous pouvons déduire nos premières règles deFeynman : le poids assoié au vertex d'interation életromagnétique d'une partiule salaire est −ie(pµ

i +pµ
f ).Le poids assoié au hamp extérieur est Ãµ(pf − pi). C'est lui qui apporte la di�érene d'impulsion pf − pi.L'énergie et l'impulsion sont ainsi onservés aux vertex, omme le ourant életrique aux n÷uds d'un iruit.En�n, le poids des lignes externes des partiules salaires est simplement 1.
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µA

pp fi

Fig. 2.1 � Diagramme de Feynman de la di�usion oulombienne.2.5 Setion e�ae de di�usionNous allons aluler la setion e�ae de di�usion par une harge pontuelle �xe située en ~x = ~0.Rappelons que la setion e�ae est le nombre de di�usions par unité de temps, divisé par le �ux departiules inident. Pour aluler le nombre de di�usions par unité de temps, il faut aluler la probabilité detransition par unité de temps vers un état �nal donné, puis multiplier par le nombre d'états �nals possibles.2.5.1 Amplitude de transitionPour un hamp indépendant du temps Aµ(~x), la transformée de Fourier (2.61) se réduit à
Ãµ(ω,~k) = 2πδ(ω) Ãµ(~k) (2.65)où Ãµ(~k) désigne la transformée de Fourier spatiale du hamp :

Ãµ(~k) =

∫

d3~x e−i~k·~xAµ(~x). (2.66)En remplaçant (2.65) dans l'équation (2.64), on en déduit qu'il y a onservation de l'énergie lorsque le hampest indépendant du temps. On retrouve ainsi un résultat familier de la théorie des perturbations en méaniquequantique.Si le hamp est purement életrostatique, l'amplitude de transition devient
Afi = − ie

V
Ã0(~pf − ~pi) 2πδ(E~pf

− E~pi
). (2.67)Dans le as partiulier d'un hamp réé par une harge pontuelle �xe −e située à l'origine, ~A(~x) = ~0 et

A0(~x) est déterminé par l'équation de Poisson
∆A0(~x) = −j0(~x) = eδ3(~x). (2.68)On onnait bien sûr la solution, qui est

A0(~x) = − e

4π|~x| . (2.69)Mais e qui nous intéresse ii est plut�t la transformée de Fourier, qui se déduit immédiatement de (2.68) :
Ã0(~k) = − e

|~k|2
. (2.70)2.5.2 Probabilité de transitionLa probabilité de transition est |Afi|2. Mais on ne peut pas élever au arré δ(E~pf

− E~pi
). L'originephysique de e problème est qu'une onde plane orrespond à un �ux inident ontinu de partiules. La bonnequantité à aluler n'est don pas la probabilité totale de transition, mais la probabilité de transition parunité de temps. Il faut don raisonner sur un laps de temps �ni T , et remplaer dans l'équation (2.67) ladistribution de Dira par son expression intégrale :

2πδ(ω) = lim
T→∞

∫ T/2

−T/2

eiωtdt. (2.71)



2.5. SECTION EFFICACE DE DIFFUSION 27On peut alors aluler le module au arré
∣

∣

∣

∣

∣

∫ T/2

−T/2

eiωtdt

∣

∣

∣

∣

∣

2

=
∫ T/2

−T/2
eiωtdt

∫ T/2

−T/2

e−iωtdt

= 2πδ(ω) T. (2.72)Nous avons érit le premier fateur sous la forme 2πδ(ω), et le deuxième fateur vaut simplement T si ω = 0.On en déduit don la probabilité de transition par unité de temps vers l'état f :
d pfi

dt
=

|Afi|2
T

=
e2

V 2

∣

∣

∣
Ã0(~pf − ~pi)

∣

∣

∣

2

2πδ(E~pf
− E~pi

) (2.73)2.5.3 Nombre de transitionsPour obtenir le nombre de transitions par unité de temps, il faut multiplier (2.73) par le nombre d'états�nals possibles. Dans l'élément d'espae des impulsions d3~pf , e nombre vaut V d3~pf/(2π)3. Le module del'impulsion est �xé par la ondition de onservation de l'énergie. On hoisit don pour variable l'énergie enérivant d3~pf = p2
f dpf dΩ = pf Ef dEf dΩ (on a utilisé la relation E2

f = p2
f +m2). Ce hoix de variable estsouvent utile pour simpli�er les aluls. En intégrant sur Ef , on obtient l'expression suivante pour le nombrede di�usions dans l'angle solide dΩ par unité de temps :

dN

dt
=

e2

(2π)2V

∣

∣

∣
Ã0(~pf − ~pi)

∣

∣

∣

2

piE~pi
dΩ. (2.74)2.5.4 Formule de Rutherford relativistePour obtenir la setion e�ae, il reste à diviser par le �ux inident, qui est le nombre de partiulestraversant une unité de surfae perpendiulaire à la diretion inidente par unité de temps. Ii, nous avonsune seule partiule inidente, de vitesse ~vi, dans une boîte de volume V . On véri�e (en prenant une boîteretangulaire) que le �ux vaut |~vi|/V . On en déduit la setion e�ae

dσ

dΩ
=

e2

(2π)2vi

∣

∣

∣
Ã0(~pf − ~pi)

∣

∣

∣

2

piE~pi

=
e2E2

(2π)2

∣

∣

∣Ã0(~pf − ~pi)
∣

∣

∣

2 (2.75)où l'on a posé E ≡ E~pi
= E~pf

et utilisé la relation p = Ev. Le résultat, omme il se doit, est indépendantdu volume V arbitraire hoisi pour e�etuer le alul.Pour la di�usion par une harge pontuelle, le hamp di�useur est donné par l'équation (2.70). Le transfertd'impulsion s'exprime en fontion de l'angle de di�usion θ entre ~pi et ~pf suivant |~pf − ~pi| = 2p sin θ/2. Onen déduit le résultat �nal
dσ

dΩ
=

(

e2

4π

)2
1

4E2v4 sin4(θ/2)
. (2.76)Il n'est pas inutile de rérire ette formule dans le système d'unités usuel. Il su�t pour ela de multiplierpar des puissanes de ǫ0, c et ~ de telle sorte que la formule soit homogène. L'unité de harge életriquen'intervient que dans e et dans ǫ0. De la formule de l'énergie oulombienne on déduit que e2/ǫ0 est homogèneau produit d'une énergie par une longueur. Par onséquent, e4/ǫ20E2 est le arré d'une longueur, et est donhomogène à une setion e�ae. Pour que la formule soit homogène, il su�t alors de rendre sans dimensionle terme de vitesse en 1/v4, en multipliant par c4,

dσ

dΩ
=

(

e2

4πǫ0

)2
c4

4E2v4 sin4(θ/2)
. (2.77)Cette formule généralise au as relativiste la formule de Rutherford. Notons que ~ n'intervient pas dans lerésultat, e qui est relié au fait que le alul lassique donne, pour la déviation Rutherford, le même résultatque le alul quantique. La limite non relativiste s'obtient en remplaçant l'énergie E par l'énergie de masse

mc2. On retrouve alors le résultat lassique de Rutherford, et c disparaît de l'équation, omme il se doit àla limite non relativiste.



28 CHAPITRE 2. PARTICULE DE SPIN 02.6 Antipartiules2.6.1 Interprétation de FeynmanStuekelberg (1941) et Feynman (1949) ont proposé l'interprétation suivante des états d'énergie négativedans les proessus de di�usion ('est à dire les proessus où l'interation ne s'exere que pendant un temps�ni) :Une partiule d'énergie négative −E~p et d'impulsion −~p dans l'état initial (resp. �nal) est en fait uneantipartiule d'énergie E~p et d'impulsion ~p dans l'état �nal (resp. initial).Cette interprétation est ompatible ave la onservation de l'énergie et de l'impulsion. Elle est aussiompatible ave la onservation de la harge si on assoie à l'antipartiule une harge −e. Cei permet deréinterpréter le ourant (2.23) omme le ourant életrique divisé par e : il orrespond bien au ourant deprobabilité pour un état d'énergie positive, mais à l'opposé pour un état d'énergie négative.2.6.2 Création de pairesPour illustrer e qui préède par un exemple, reprenons le alul de l'amplitude de transition dansun hamp életromagnétique (2.64), mais en remplaçant l'état initial φ~pi
(x) par φ∗~pi

(x), d'énergie négative(dont on notera qu'il est normalisé à -1). On l'interprétera omme l'amplitude de réation d'une paire, d'unepartiule d'impulsion pµ
f et d'une antipartiule d'impulsion pµ

i . Elle est donnée par l'équation (2.64), danslaquelle il su�t de hanger pµ
i en son opposé :
Afi = −ie

(

pµ
f − pµ

i

)

Ãµ(pf + pi)
1

√

2V E~pi

1
√

2V E~pf

(2.78)Ce proessus est représenté par le même diagramme de Feynman que la di�usion oulombienne, Figure2.1.Quelques remarques : 1) tout d'abord, la pulsation du hamp, qui vaut E~pi
+ E~pf

, doit être supérieureà 2m pour qu'il y ait réation de paires, soit dans le système d'unités usuel ω > 2mc2/~ ∼ 1021s−1, desordres de grandeur au dessus des fréquenes que l'on sait réaliser en laboratoire. Cependant, le alul n'estpas totalement aadémique : la même amplitude apparaît quand on étudie la désintégration d'une partiulede spin 1 massive (par exemple le boson Z0) en deux salaires plus légers. 2) On remarquera que dans leréférentiel du entre de masse de la paire réée, où ~pi + ~pf = ~0, E~pi
= E~pf

, la diretion de ~p1 est orréléeà la diretion de polarisation du hamp életromagnétique puisque (pµ
i − pµ

i ) Ãµ = −2~pi · ~A. On émet plusfailement des paires parallèlement à la polarisation.Dans l'équation (2.78), |Afi|2 représente la probabilité de réer une paire de partiules d'impulsions ~piet ~pf . Cette probabilité est supposée petite devant 1, puisque nous avons traité l'interation omme unepetite perturbation. Par onséquent, la probabilité de réer plus d'une paire est négligeable, et la probabilitéque nous avons alulée orrespond aussi au nombre moyen de paires réées dans l'état quantique (~pi, ~pf)onsidéré. Calulons maintenant le nombre moyen de paires réées en sommant sur tous les états quantiquespossibles :
N =

∫

V d3~pi

(2π)3
V d3~pf

(2π)3
|Afi|2 . (2.79)En remplaçant l'amplitude par son expression, on aboutit au résultat �nal

N =

∫

d3~pi

(2π)3 2E~pi

d3~pf

(2π)3 2E~p2

∣

∣

∣e
(

pµ
f − pµ

i

)

Ãµ(pf + pi)
∣

∣

∣

2

. (2.80)Le résultat est bien indépendant du volume V hoisi pour e�etuer le alul. D'autre part, ette expressionest invariante de Lorentz. Pour le montrer, il su�t de véri�er que d3~p/E est invariant de Lorentz. Nousutilisons pour ela le résultat général
δ (f(x)) =

∑

x0

δ(x − x0)

|f ′(x0)|
. (2.81)où la somme porte sur les raines de f(x0) = 0. Cei permet d'érire l'élément d'espae des phases sous laforme

d3~p

2E
= d3~p

∫

dp0 δ(p
µpµ −m2) θ(p0). (2.82)



2.7. EXERCICES ET PROBLÈMES 29Le membre de droite est manifestement invariant de Lorentz. La probabilité de réation de paires est donbien indépendante du référentiel hoisi pour la aluler. Le alul de l'intégrale sur ~pi et ~pf est l'objet del'exerie 2.7.7.Soulignons, en�n, que le proessus de réation de paires est un proessus quantique, et que N dansl'équation (2.80) ne représente que la valeur moyenne du nombre n de paires réées, qui est une variablealéatoire.2.7 Exeries et problèmesL'exerie 2.7.1 servira d'introdution à la méanique quantique relativiste proprement dite. L'exerie2.7.2 présente une formulation hamiltonienne de l'équation de Klein�Gordon. Les exeries 2.7.3 et 2.7.4 pré-sentent des exemples de solutions exates de l'équation de Klein�Gordon, qui généralisent au as relativistedes résultats familiers de la méanique quantique. L'exerie 2.7.6 omplète le alul de di�usion oulom-bienne de la setion 2.4 et l'exerie 2.7.7 le alul de réation de paires de la setion 2.6. Les derniers exeriesétudient des d'interations autres que l'interation életromagnétique : l'exerie 2.7.8 reprend l'étude dessetions 2.4 et 2.5 en remplaçant l'interation életromagnétique par une interation salaire. L'exerie 2.7.9,qui étudie l'interation ave un terme de soure, servira d'introdution à l'étude du rayonnement de photonsdans le hapitre 4. En�n, l'exerie 2.7.10 étudie la on�guration réée par une soure statique, et montreraqu'une partiule massive véhiule une interation de portée �nie, ontrairement à une partiule de massenulle telle que le photon.2.7.1 Masse et dispersion1. Une partiule de masse stritement nulle va à la vitesse de la lumière c, quelle que soit sa quantité demouvement p. Caluler la vitesse d'une partiule ultrarelativiste, dont la masse est non nulle mais m ≪ p.Exprimer le résultat en fontion de la longueur d'onde.2. Des mesures de propagation d'ondes radio au-dessus de l'oéan montrent que leur vitesse de groupe variede moins de 10−3, en valeur relative, lorsque la longueur d'onde varie de 300 à 450 m. En déduire une bornesupérieure à la masse du photon. On exprimera le résultat en életron-Volt.2.7.2 Hamiltonien de Klein�GordonIl est possible de rérire l'équation de Klein Gordon sous forme hamiltonienne (Feshbah et Villars, Rev.Mod. Phys. 30 (1958) 24). Partant d'une solution φ(x) de l'équation de Klein�Gordon libre, on dé�nit lafontion d'onde à deux omposantes
ψ ≡





θ ≡
√

m
2

(

φ+ i
m

∂φ
∂t

)

χ ≡
√

m
2

(

φ− i
m

∂φ
∂t

)



 . (2.83)1. Montrer que ψ satisfait à une équation de Shrödinger de hamiltonien
H =

(

1 1
−1 −1

) −∆

2m
+

(

1 0
0 −1

)

m. (2.84)On remarquera que e hamiltonien n'est pas hermitique, e qui entraîne que la probabilité ∫ d3~xψ†ψ =
∫

d3~x (|θ|2 + |χ|2) n'est pas onservée au ours du temps.2. Comment s'exprime la densité de probabilité en fontion de θ et χ ?3. Que deviennent θ et χ pour une solution d'énergie positive dans la limite non relativiste ?2.7.3 Marhe de potentielOn onsidère l'équation de Klein�Gordon à une dimension d'espae ave une énergie potentielle életro-statique V (x) = eA0(x), dé�nie par V (x) = 0 si x < 0 et V (x) = V > 0 si x > 0. Par analogie ave l'équationde Shrödinger, on s'attend à e qu'une partiule d'énergie positive E venant de la gauhe soit totalementré�éhie si son énergie inétique est inférieure à la marhe de potentiel V , soit si V > E −m. Nous allonsvoir que e n'est pas toujours le as.



30 CHAPITRE 2. PARTICULE DE SPIN 0La fontion d'onde pour x < 0 est la somme de l'onde inidente et d'une onde ré�éhie :
φ(t, x) = ei(px−Et) + rei(−px−Et), (2.85)tandis que pour x > 0, on a une onde transmise de la forme

φ(t, x) = tei(p′x−Et), (2.86)où r et t sont des oe�ients omplexes onstants.1. Caluler p et p′ en fontion de E. A quelle ondition sur V a-t-on p′ imaginaire pur ? Que se passe-t-ilalors physiquement ?2. Expliquer pourquoi φ et ∂φ/∂x doivent être ontinues pour x = 0. En déduire que
r =

p− p′

p+ p′
. (2.87)On notera que l'équation de Shrödinger onduit au même résultat. Nous admettrons que la fration d'énergieré�éhie est |r|2. A quelle ondition sur V y a-t-il ré�exion totale ? Commenter le résultat.2.7.4 Niveaux de LandauOn se propose de aluler les niveaux d'énergie d'une partiule salaire de harge e plaée dans un hampmagnétique uniforme et onstant.1. On hoisit ~A = (0, Bx, 0). Caluler le hamp magnétique ~B.2. Erire l'équation de Klein�Gordon en présene de e hamp. On herhe une solution de la forme

φ(t, x, y, z) = ei(pyy+pzz−Et)f(x). (2.88)Etablir l'équation véri�ée par f(x).3. Montrer qu'on peut se ramener, par un hangement d'origine, à une équation du type
(

−1

2

∂2

∂x2
+

1

2
ω2x2

)

f1(x) = εf1(x), (2.89)qui est l'équation de Shrödinger pour un osillateur harmonique à une dimension. On sait alors que lesvaleurs possibles de ε sont non dégénérées, égales à (n + 1/2)ω ave n entier positif ou nul. En déduire lesniveaux d'énergie (niveaux de Landau). Pour quelle valeur de n les e�ets relativistes deviennent-ils importantsave un hamp magnétique de laboratoire ?4. Que représentent physiquement py et pz ?2.7.5 Atome d'hydrogèneOn sait que l'équation de Klein�Gordon est l'équation d'onde d'une partiule salaire (sans spin) et nepeut don dérire orretement l'életron. Cependant, le alul du spetre de l'atome d'hydrogène dans leadre de l'équation de Klein�Gordon est simple et instrutif. Dans tout e problème sauf dans la dernièrequestion, on se plae dans la limite où le proton est in�niment lourd, et peut être onsidéré omme uneharge �xe et pontuelle, hoisie pour origine des oordonnées.1. Pour un état stationnaire d'énergie E de l'atome d'hydrogène, montrer que l'équation de Klein�Gordons'érit
(

(

E +
α

r

)2

+ ∆ −m2

)

φ(r, θ, ϕ) = 0,ave α = e2/4π.2. On herhe une solution de la forme
φ(r, θ, ϕ) =

u(r)

r
Yl,m(θ, ϕ).On rappelle que le laplaien est alors donné par

∆φ =
Yl,m(θ, ϕ)

r

(

d2u

dr2
− l(l + 1)

r2
u

)

.



2.7. EXERCICES ET PROBLÈMES 31Erire l'équation di�érentielle pour u(r).3. Cherher un équivalent à l'origine de la forme u(r) ∼ rλ+1. Montrer que λ = l − δl, où δl est une petiteorretion dont on donnera l'expression.4. On s'intéresse à un état lié d'énergie méanique négative, 'est à dire E < m. Montrer que u(r) déroitalors exponentiellement à l'in�ni, sous la forme e−kr, et déterminer k.5. Une meilleure approximation est donnée par u(r) ∼ rβe−kr. Caluler alors l'énergie en fontion de β.6. On admet que les solutions exates de l'équation s'érivent sous la forme u(r) = rλ+1e−krP (r), où P (r)est un polyn�me. En déduire que β = n−δl, où n est un entier stritement supérieur à l, et δl a été déterminéà la question 3.7. Développer E en puissanes de α jusqu'à l'ordre α4 inlus. Remettre le résultat dans le système d'unitésinternational. Commenter l'ordre de grandeur des orretions relativistes, leur dépendane en n et l. Onremarquera que les e�ets relativistes lèvent la dégénéresene entre les niveaux de même n et de l di�érents.8. Dans le as non relativiste, omment prend-on en ompte le mouvement du proton ? Est-il légitime deproéder de la même manière dans le as relativiste ?2.7.6 Fateur de forme1. En utilisant les résultats de la setion 2.5.1, aluler l'amplitude de di�usion d'une partiule de Klein�Gordon par une distribution de harges �xe quelonque ρ(~x) et la omparer a l'amplitude de di�usion parune harge pontuelle Q =
∫

ρ(~x)d3~x. Le rapport des deux est dit fateur de forme de la distribution ρ(~x)et noté F (~pf − ~pi).2. Caluler le fateur de forme F (~q) d'un noyau atomique, dont on supposera la distribution uniforme àl'intérieur d'une sphère de rayon R. Que vaut-il pour ~q → 0 ? Commenter le résultat. A quelle onditionest-il légitime de négliger, omme on l'a fait ii, le reul du noyau au ours de la di�usion ?3. L'expression (2.64) de l'amplitude de di�usion par un hamp életromagnétique est valable pour unepartiule pontuelle. Pour une partiule possédant une struture interne, l'amplitude est di�érente. La formela plus générale au premier ordre en Aµ qui soit ompatible ave l'invariane de Lorentz est obtenue enremplaçant pµ
i +pµ

f par F1(q
2)pµ

i +F2(q
2)pµ

f ave q = pf −pi. Montrer que l'invariane de jauge de l'amplitudeimpose F1 = F2 ≡ F (q2). C'est le fateur de forme du projetile (et non plus elui de la ible, omme dansles questions préédentes). Dans la limite non relativiste, en éhangeant ible et projetile, véri�er que Foïnide bien ave le fateur de forme dé�ni dans la question 1. Il en onstitue la généralisation relativiste.2.7.7 Création de paires1. Pour aluler le nombre moyen de paires réées (2.80), il est naturel de prendre pour variable q = pi + pfar 'est le hamp életromagnétique extérieur qui est donné. Rérire l'équation (2.80) sous la forme
N = e2

∫

d4q

(2π)4
Ãµ(q)Ã∗

ν(q)Jµν(q) (2.90)où
Jµν(q) =

∫

d3~pi

(2π)32Ei

d3~pf

(2π)32Ef
(2π)4δ4(q − pi − pf ) (pµ

f − pµ
i )(pν

f − pν
i ). (2.91)2. Véri�er que

qµJ
µν(q) = 0. (2.92)Montrer que 'est une onséquene de l'invariane de jauge de l'amplitude de transition.3. En utilisant des arguments de ovariane, expliquer pourquoi Jµν(q) est néessairement de la forme

Jµν(q) = A(q)qµqν +B(q)gµν où A et B sont des fontions salaires. Déduire alors de (2.92) que Jµν(q) estde la forme
Jµν(q) = (q2gµν − qµqν)C(q) (2.93)où C(q) est une fontion salaire qui reste à déterminer.4. Exprimer en fontion de Ãµ(q) la transformée de Fourier F̃µν(q) du hamp életromagnétique Fµν(x).Rérire le nombre moyen de paires réées en faisant apparaître F̃µν(q)F̃ ∗

µν(q).5. On dé�nit
I(q) ≡

∫

d3~pi

(2π)32Ei

d3~pf

(2π)32Ef
(2π)4δ4(q − pi − pf ). (2.94)



32 CHAPITRE 2. PARTICULE DE SPIN 0Expliquer pourquoi I(q) est un salaire de Lorentz. On peut don le aluler dans un référentiel où ~q =
0 (pourquoi un tel référentiel existe-t-il ?). Intégrer alors sur ~pf puis sur ~pi (on prendra omme variabled'intégration Ei plut�t que pi, omme dans la setion 2.5.3). Véri�er que

I(q) =
1

8π

√

1 − 4m2

q2
θ
(

q2 − 4m2
)

θ(q0). (2.95)6. En utilisant (2.91), montrer que
gµνJ

µν(q) = (4m2 − q2)I(q). (2.96)En utilisant (2.93), en déduire la valeur de C(q) puis le nombre moyen de paires réées.2.7.8 Couplage à un potentiel salaireSoit un potentiel salaire U(x) et l'équation
�φ+ (m+ U(x))2φ = 0. (2.97)1. On suppose U uniforme et onstant. Quelle est alors la relation entre E et p pour une onde plane ? Dansla limite non relativiste où |p| ≪ m et |U | ≪ m, que vaut l'énergie méanique pour une partiule ? pour uneantipartiule ? Comparer ave un potentiel életrostatique onstant.2. Reprendre l'exerie 2.7.3 en remplaçant l'énergie potentielle életrostatique V par le potentiel salaire U .Montrer que ette fois, il y a toujours ré�exion totale si U > E −m.3. Reprendre le alul de di�usion de la setion 2.4 ave ette interation, au premier ordre en U(x). Quevaut l'amplitude de transition ? Par omparaison ave l'équation (2.76), en déduire la setion e�ae dedi�usion par un potentiel entral U(~x) = −e2/(4π|~x|). Véri�er que le résultat oïnide ave (2.76) à la limitenon relativiste. Expliquer pourquoi (on se référera à la question 1).4. Caluler de même la probabilité de réation de paires par le hamp salaire U(x). Véri�er qu'elle s'éritsous la forme

P = 4m2

∫

d4q

(2π)4
Ũ(q)Ũ∗(q)I(q) (2.98)où I(q) est dé�ni par l'équation (2.94).2.7.9 Couplage à une soureSoit une équation de Klein�Gordon ave seond membre :

(� +m2)φ(x) = j(x), (2.99)où j(x) est une fontion donnée des oordonnées d'espae temps, dite terme de soure, dont on supposeraqu'elle s'annule pour |~x| ou |t| in�ni. L'équation (2.99) est analogue aux équations de Maxwell en jauge deLorenz, �Aµ = jµ, j(x) jouant ii le r�le du ourant extérieur. Par exemple, l'équation d'onde des pions enprésene de nuléons est de la forme (2.99), la soure j(x) étant proportionnelle à la densité de nuléons : lesnuléons réent un hamp de pions, de même qu'une harge rée un hamp életrique. Le hamp statique réépar une harge pontuelle, responsable de l'interation attrative entre les nuléons du noyau, sera étudiédans l'exerie 2.7.10.1. Véri�er que le ourant de probabilité (2.23) n'est pas onservé. D'un point de vue quantique, e résultatsigni�e que le nombre de partiules n'est pas onservé. On ne peut don pas interpréter (2.99) ommel'équation d'onde d'une et d'une seule partiule. Cependant, on admettra que l'amplitude de transition(2.49) orrespond bien à l'amplitude de probabilité de trouver pour t → +∞ une partiule de fontiond'onde φf . Ce résultat sera justi�é dans le adre de la théorie quantique des hamps.2. On suppose qu'il n'y a pas de partiule t → −∞. En suivant la démarhe de la setion 2.4.2, véri�er quel'amplitude de probabilité d'émission d'un pion d'énergie�impulsion q est égale à
Afi =

i
√

2q0V
j̃(q) (2.100)



2.7. EXERCICES ET PROBLÈMES 33où V désigne le volume et j̃(q) la transformée de Fourier de j(x). On notera qu'il s'agit d'un résultat exat,et pas d'un alul de perturbation. Quelle est la fréquene minimale à laquelle doit osiller la soure pourqu'il puisse y avoir réation d'une partiule ?3. En déduire que le nombre moyen de partiules réées est donné par (on pourra s'inspirer de la démarhesuivie dans la setion 2.6.2) :
N =

∫

d3~q

(2π)32q0
|j̃(q)|2. (2.101)Véri�er l'homogénéité et l'invariane de Lorentz de ette formule.2.7.10 Potentiel de Yukawa1. Déterminer la forme générale des solutions statiques de l'équation de Klein�Gordon (2.4) à symétriesphérique φ(r). On pourra pour ela remarquer que

∆φ(r) =

[

1

r

d

dr
r

]2

φ(r). (2.102)2. On herhe la solution de l'équation (2.99) dans le as partiulier d'une soure statique et onentrée àl'origine des oordonnées : j(x) = qδ3(~x). Par analogie ave le problème életrostatique, que doit valoir lasolution pour r petit (et plus préisément, pour r petit devant quoi ?) ? En utilisant le résultat de la premièrequestion, en déduire la solution du problème pour tout r.3. On peut retrouver le résultat de la question préédente d'une autre manière. Véri�er que la transforméede Fourier spatiale de φ(~x) est
φ̃(~k) =

q

|~k|2 +m2
. (2.103)Caluler la transformée de Fourier inverse en passant en oordonnées sphériques d'axe ~x et en intégrant sur

|~k| au moyen du théorème des résidus.4. Les résultats obtenus montrent que si la masse est non nulle, la déroissane du hamp pour r grand estexponentielle à l'in�ni : on dit que l'interation véhiulée par e hamp est de portée �nie. Quel est l'ordrede grandeur de ette portée pour le hamp de pions, sahant que m ≃ 140 MeV?
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Chapitre 3Partiule de spin 1

2En 1928, Dira est parvenu à érire une équation d'onde pour des partiules relativistes de spin 1
2 . Cetteéquation, appliquée à l'életron, donnait une expliation dans le adre de la théorie quantique moderne (et nonplus de l'anienne théorie des quanta) de la struture �ne du spetre de l'atome d'hydrogène. D'autre part,elle a permis à Dira de postuler l'existene des positons, antipartiules assoiées aux életrons, déouvertsdans l'étude du rayonnement osmique dès 1933.L'équation de Dira, sous la forme deux fois quanti�ée, dérit toutes les partiules élémentaires de spin 1

2 ,les leptons et les quarks. En tant qu'équation d'onde pour une partiule, ependant, elle ne s'applique qu'auxleptons hargés (l'életron et ses analogues lourds, le muon et le tau) et neutres (les trois neutrinos assoiésaux préédents). Les quarks, eux, ne sont pas observables individuellement, et ne peuvent être dérits parune simple équation d'onde que dans le adre de modèles simpli�és. Notons néanmoins qu'un premier suèsdu modèle des quarks, introduit par Gell-Mann en 1964, fut de reproduire (à environ 30% près) les momentsmagnétiques du proton et du neutron, en prenant pour moment magnétique des quarks la valeur donnée parl'équation de Dira.3.1 Partiule libre3.1.1 Constrution de l'équationL'équation de Klein�Gordon est une équation à une omposante du seond ordre en temps. On peutla rérire sous la forme d'une équation du premier ordre à deux omposantes, qui orrespondent aux deuxsignes de l'énergie (voir exerie 2.7.2). L'équation de Dira, quant à elle, est une équation du premier ordre,mais à quatre omposantes : nous verrons qu'elle dérit une partiule qui a deux degrés de liberté de spin.Pour la onstruire, nous suivons l'approhe historique, qui est la plus rapide. On herhe une équationanalogue à l'équation de Shrödinger :
i
∂ψ

∂t
= H ψ (3.1)où ψ(x) est un �spineur� à quatre omposantes omplexes, qu'on érit sous forme d'une matrie olonne :

ψ(x) =







ψ1(x)
ψ2(x)
ψ3(x)
ψ4(x)






(3.2)et le hamiltonien H est de la forme

H = ~α · ~P + βm, (3.3)
α1, α2, α3 et β désignant des matries 4 × 4 omplexes, indépendantes de t et ~x, et ~P = −i~∇.On veut que les solutions satisfassent à l'équation E2 = ~p2 +m2, e qui impose

H2 =
(

~α · ~P + βm
)2

= ~P 2 +m2. (3.4)En développant, on en déduit que les matries α1, α2, α3 et β� antiommutent deux à deux.� sont de arré 1 (la matrie identité). 35



36 CHAPITRE 3. PARTICULE DE SPINOn impose en outre que le hamiltonien H soit hermitique, e qui implique que les matries αi et β soienthermitiques. Toutes es propriétés sont également véri�ées par les matries de Pauli dont nous rappelonsl'expression :
σ1 =

(

0 1
1 0

)

σ2 =

(

0 −i
i 0

)

σ3 =

(

1 0
0 −1

)

. (3.5)La seule di�érene est que les matries de Pauli ne sont que trois, alors qu'il en faut quatre pour l'équationde Dira.Nous allons maintenant étudier quelques onséquenes des onditions imposées aux matries de Dira.Tout d'abord, il est faile de montrer que l'équation de Dira ne résout pas le problème des états d'énergienégative renontré dans l'équation de Klein�Gordon. En e�et, on véri�e failement que l'opérateur α1α2α3βest unitaire et antiommute ave le hamiltonien H . Par onséquent, à toute solution d'énergie positive ilassoie une solution d'énergie négative et de même impulsion.3.1.2 Propriétés des matries de DiraNous allons montrer que pour avoir 4 matries véri�ant les propriétés i-dessus, il faut qu'elles soient aumoins de taille 4 × 4. Cei nous permettra d'introduire des propriétés utiles pour la suite.Considérons les matries obtenues en multipliant les matries de Dira entre elles de toutes les façonspossibles. Comme elles antiommutent entre elles, l'ordre dans lequel on les multiplie n'a d'inidene que surle signe global. D'autre part, omme elles sont de arré 1, elles apparaissent au plus une fois dans le produit.Il y a don 16 matries possibles :� 1� α1, α2, α3, β� α1α2, α1α3, α1β, α2α3, α2β, α3β� α1α2α3, α1α2β, α1α3β, α2α3β� α1α2α3β.Notons Γi une quelonque de es matries. Elles ont les propriétés suivantes.� Γ2
i = ±1 puisque les matries de Dira antiommutent deux à deux et sont de arré 1.� Pour une matrie donnée Γi 6= 1, il existe toujours une autre matrie Γj qui antiommute ave elle.Si Γi = α1, on prend par exemple Γj = α2. Si Γi = α1α2, on prend Γj = α2. La généralisation estimmédiate.� La propriété préédente implique que toutes les matries Γi, sauf 1, sont de trae nulle. En e�et, soit Γjantiommutant ave Γi. Alors tr ΓjΓiΓj = −tr ΓiΓ

2
j . Mais d'autre part tr ΓjΓiΓj = tr ΓiΓ

2
j en utilisantl'invariane irulaire de la trae. Don tr ΓiΓ

2
j = 0. Don tr Γi = 0 puisque Γ2

j = ±1.� On en déduit que les matries sont linéairement indépendantes sur le orps des omplexes. Soit ene�et une ombinaison linéaire nulle ∑i λiΓi = 0. En multipliant par une matrie quelonque Γj eten prenant la trae, on obtient ∑i λitr ΓjΓi = 0. Or ΓjΓi est, au signe près, une autre matrie Γk,di�érente de l'identité si j 6= i, et don de trae nulle. On obtient don λj = 0 quel que soit j, e qu'ilfallait démontrer.On a don 16 matries linéairement indépendantes, e qui impose qu'elles soient au moins de taille 4 × 4.Si l'on hoisit des matries 4×4, alors toute matrie peut s'érire omme ombinaison linéaire de matries
Γi. On en déduit que toute matrie ommutant ave les αi et β est proportionnelle à l'identité. Cette propriéténous sera utile dans la setion 3.2.Une méthode systématique de onstrution des matries de Dira est exposée dans l'exerie 3.6.1. Unhoix possible est fourni par la représentation dite de Dira :

αi =

(

0 σi

σi 0

)

β =

(

1 0
0 −1

) (3.6)où σi désignent les matries de Pauli (3.5). C'est le hoix le plus naturel si on s'intéresse à la limite nonrelativiste, omme nous le verrons plus tard dans la setion 3.3.3.3.1.3 Interprétation probabilisteL'équation de Dira étant formellement analogue à l'équation de Shrödinger, on dé�nit le reouvremententre deux fontions d'onde ψ1 et ψ2 de façon analogue. On introduit pour ela le spineur hermitiqueonjugué ψ†
2, érit sous la forme d'une matrie ligne. ψ†

2ψ1 est don un nombre, dépendant de la position, etle reouvrement s'obtient par intégration sur tout l'espae :
〈ψ1|ψ2〉 =

∫

d3~xψ†
1(~x)ψ2(~x). (3.7)



3.1. PARTICULE LIBRE 37Le hamiltonien étant hermitique, le reouvrement ainsi dé�ni est indépendant du temps. De plus, omme Hest diagonalisable dans une base orthonormée, le reouvrement entre deux états propres d'énergie di�érente(en partiulier entre E et −E) est bien nul ave ette dé�nition. Notons que la dimension du spineur deDira est la même que elle de la fontion d'onde de Shrödinger : [ψ] ≡ E3/2.Comme pour l'équation de Klein�Gordon dans la setion 2.2.1, nous allons montrer que le reouvrement(3.7) est la harge assoiée à un ourant onservé jµ = (ρ,~j). La densité est naturellement dé�nie par
ρ(t, ~x) = ψ†

1ψ2. (3.8)Pour aluler ∂ρ/∂t, nous avons besoin de l'équation de Dira qui s'érit, d'après (3.1) et (3.3) :
i

(

∂

∂t
+ ~α · ~∇

)

ψ = βmψ. (3.9)On en déduit l'équation pour le spineur hermitique onjugué ψ† :
iψ†

(

∂

∂t
+ ~α · ~∇

)

= −ψ†βm. (3.10)où la dérivée temporelle ∂/∂t et le gradient ~∇ agissent à gauhe. On en déduit aisément l'équation deonservation
∂ρ

∂t
= −~∇ ·~j (3.11)où l'on a introduit le ourant de transition

~j(t, ~x) = ψ†
1 ~αψ2. (3.12)Nous montrerons dans la setion 3.2.4 que jµ = (ρ,~j) se transforme omme un quadriveteur par trans-formation de Lorentz. D'après la disussion de la setion 1.2.6, ei a pour onséquene importante que laharge assoiée (3.7), et don notre interprétation probabiliste, sont indépendantes du référentiel hoisi.La densité et le ourant de probabilité assoiés à une fontion d'onde ψ(x) s'obtiennent naturellement enposant ψ1 = ψ2 = ψ dans les équations (3.8) et (3.12) :

ρ(t, ~x) = ψ†ψ
~j(t, ~x) = ψ† ~αψ. (3.13)Notons que la densité de probabilité ρ est toujours positive, e qui n'était pas le as pour l'équation deKlein�Gordon.3.1.4 Ondes planes monohromatiquesCherhons des solutions de l'équation (3.9) de la forme
ψ(t, ~x) = u e−i(Et−~p·~x) (3.14)où ~p et E sont des onstantes et u est un spineur à 4 omposantes indépendant de t et ~x, qui est l'équivalentdu veteur de polarisation pour une onde életromagnétique plane.L'équation (3.9) se rérit pour l'onde plane
(~α · ~p+ βm)u = E u. (3.15)Les matries de Dira ont été dé�nies de telle sorte que E2 = ~p2+m2, don u est veteur propre de ~α ·~p+βmave la valeur propre E = ±E~p = ±

√

~p2 +m2. Nous avons montré plus haut qu'il existe une bijetion entresolutions d'énergie négative et d'énergie positive. On peut retrouver e résultat d'une autre manière, enutilisant la propriété de trae nulle des matries de Dira, qui donne tr(~α ·~p+βm) = 0. Cei implique que lesvaleurs propres E~p et −E~p ont même dégénéresene, don 2 pour haque valeur de l'énergie. Nous verronsque ei orrespond aux deux états de spin.On hoisit pour le spineur u de l'équation (3.14) la onvention de normalisation
u†u = 2E~p. (3.16)Ave la densité de probabilité (3.13), l'onde plane normalisée dans un volume V s'érit alors

ψ(t, ~x) =
1

√

2|E|V
u e−i(Et−~p·~x) =

1
√

2|E|V
u e−ipµxµ . (3.17)



38 CHAPITRE 3. PARTICULE DE SPINOn remarquera que grâe à notre onvention de normalisation de u, le fateur de normalisation est le mêmeque pour l'onde plane de Klein�Gordon, Eq.(2.14).Calulons le ourant de probabilité de ette onde plane, dé�ni par (3.13). De l'expression du hamiltonien(3.3), on déduit l'antiommutateur
{~α,H} = 2 ~P . (3.18)En prenant la valeur moyenne de ette équation dans l'onde plane (3.17), état propre de H et ~P , on endéduit

2E u†~αu = 2~p u†u. (3.19)La densité et le ourant (3.13) sont don reliés par ~j = ρ~p/E = ρ~v, omme pour l'équation de Klein�Gordon.Cependant, le signe de la �probabilité� pour les solutions d'énergie négative est négatif ave l'équation deKlein�Gordon, positif ave l'équation de Dira.En�n, montrons omment on peut onstruire simplement les spineurs u orrespondant à une énergiedonnée, positive ou négative. Pour ela, nous dé�nissons l'opérateur
s =

~α · ~p+ βm
√

~p2 +m2
. (3.20)D'après l'équation (3.4), s orrespond au signe de l'énergie : les ondes planes d'énergie positive (resp. négative)sont veteurs propres de s ave la valeur propre 1 (resp. −1). Les projeteurs sur les états d'énergie positiveet négative, Λ+ et Λ−, sont don donnés par

Λ± =
1 ± s

2
. (3.21)Ils véri�ent les relations Λ2

± = Λ± et Λ†
± = Λ±, qui dé�nissent un projeteur orthogonal. Pour obtenir unesolution d'énergie positive, il su�t don d'appliquer Λ+ à n'importe quel spineur.D'autre part, es projeteurs sont simplement reliés aux spineurs u dé�nis plus haut. Commençons pardé�nir le projeteur orthogonal sur la diretion de u, noté Λu :

Λu =
uu†

2E~p
. (3.22)C'est bien une matrie 4 × 4 qui véri�e les onditions Λ2

u = Λu (en utilisant la normalisation (3.16)). C'estdon un projeteur orthogonal. L'image de n'importe quel spineur par e projeteur est un spineur olinéaireà u. Il s'agit don du projeteur sur la diretion de u. D'autre part, si u1 et u2 sont deux spineurs d'énergiepositive orthogonaux entre eux, alors ils forment une base de l'espae des états d'énergie positive, don
Λu1

+ Λu2
= Λ+. On en déduit

∑

i=1,2

uiu
†
i = 2E~pΛ+ = E~p + ~α · ~p+ βm. (3.23)De même, si u3 et u4 sont deux spineurs d'énergie −E~p négative orthogonaux entre eux,

∑

i=3,4

uiu
†
i = 2E~pΛ− = E~p − ~α · ~p− βm. (3.24)Ces résultats nous seront utiles par la suite.3.1.5 Changement de représentationNous admettrons ii le théorème de Pauli, qui montre que tous les hoix possibles de matries 4× 4 sontéquivalents, à une transformation unitaire près. C'est à dire que si on a deux ensembles (~α, β) et (~α′, β′) quionviennent, il existe une matrie 4 × 4, que nous notons U , telle que

~α′ = U~αU−1

β′ = UβU−1. (3.25)Nous ne montrerons pas l'existene de la matrie U , mais nous allons véri�er qu'elle est unique à uneonstante multipliative près. Supposons, en e�et, qu'il existe une autre matrie U ′ véri�ant les équations(3.25), 'est à dire
UΓU−1 = Γ′ = U ′ΓU ′−1 (3.26)



3.2. COVARIANCE DE L'ÉQUATION DE DIRAC 39où Γ désigne une quelonque des quatre matries de Dira αi et β, et Γ′ la matrie orrespondante dans lanouvelle représentation. On en déduit
ΓU−1U ′ = U−1U ′Γ, (3.27)'est à dire que U−1U ′ ommute ave les quatre matries de Dira. Ainsi qu'on l'a vu dans la setion 3.1.2,ei implique que U−1U ′ est proportionnel à l'identité, 'est à dire que U et U ′ oïnident à une onstantemultipliative près.Véri�ons également qu'on peut hoisir U unitaire. Les matries de Dira devant être hermitiques, l'équa-tion (3.25) donne

UΓU−1 = Γ′ = Γ′† = U−1†ΓU †. (3.28)En omparant ave l'équation (3.26) et en répétant le raisonnement i-dessus, on voit que U †U = λ où λest un nombre omplexe. En prenant la valeur moyenne de ette équation dans un veteur ψ quelonque telque ψ†ψ = 1, on obtient en outre λ = |Uψ|2 e qui prouve que λ est un réel positif, qu'on peut ramener àl'unité en divisant U par √λ. On a bien alors U †U = 1.Finalement, hanger de représentation des matries de Dira revient à e�etuer dans l'espae des étatsla transformation unitaire ψ → Uψ. Cette transformation n'a�ete pas les observables physiques, qui sonttoujours des éléments de matrie des Γi.3.2 Covariane de l'équation de DiraNous allons maintenant montrer que l'équation de Dira et les amplitudes de probabilités assoiéessont invariantes par transformation de Lorentz. En partiulier, la transformation par rotation nous donneral'expression de l'opérateur de spin, et nous montrerons que la partiule dérite est de spin 1
2 .3.2.1 Forme ovariante de l'équation de DiraLa forme (3.9) de l'équation de Dira n'est pas adaptée à l'étude des propriétés de ovariane, ar letemps y joue un r�le partiulier. Pour la formulation ovariante, on introduit quatre matries notées sousforme d'un veteur ontravariant γµ, dé�nies par γ0 = β, γi = βαi. On notera également γµ = gµνγ

ν . Lespropriétés des matries ~α et β (hermitiité, antiommutation, arré 1) deviennent pour les γµ

{γµ, γν} ≡ γµγν + γνγµ = 2 gµν (3.29)et
γµ † = γ0γµγ0. (3.30)En multipliant l'équation (3.9) à gauhe par β, on obtient la forme dite ovariante de l'équation de Dira :

(iγµ∂µ −m)ψ(x) = 0. (3.31)Pour une onde plane (3.14), en partiulier, on obtient la forme ovariante de l'équation (3.15) :
(γµpµ −m)u = 0. (3.32)3.2.2 Transformation du spineurDans une transformation de Lorentz Λ, la transformation du spineur s'érit
ψ′(x′) = S(Λ)ψ(x) (3.33)où S(Λ) est une matrie 4 × 4, qui réalise la transformation dans l'espae des spineursNous allons hoisir S(Λ) de telle sorte que l'équation de Dira (3.31) soit invariante par transformationde Lorentz, 'est à dire que l'on ait

(iγν∂′ν −m)ψ′(x′) = 0. (3.34)Pour ei, nous partons de l'équation (3.31). Nous la multiplions à gauhe par S(Λ), et nous hangeons desystème de oordonnées par ∂µ = Λν
µ∂

′
ν :

(

iSγµΛν
µ∂

′
νS

−1 −m
)

ψ′(x′) = 0. (3.35)Cette équation oïnide ave (3.34) si la matrie S véri�e les quatre équations suivantes :
S−1γνS = Λν

µγ
µ. (3.36)



40 CHAPITRE 3. PARTICULE DE SPINCes équations expriment simplement que l'opérateur γµ se transforme omme un veteur ontravariant dansla transformation (3.33). Par ontration ave ∂µ, ils donnent un opérateur salaire, qui laisse l'équationinhangée.En suivant la démarhe de la setion 3.1.5, nous savons déjà que si S existe, elle est unique à une onstantemultipliative près. Nous résoudrons l'équation (3.36) plus bas, dans la setion 3.2.5. Auparavant, nous allonsexplorer quelques onséquenes de l'équation (3.36).Cherhons tout d'abord à déterminer S†. En prenant l'hermitique onjugué de (3.36) et en utilisant(3.30), on obtient
(

γ0S†γ0
)

γν
(

γ0S†γ0
)−1

= Λν
νγ

µ. (3.37)Cette équation est de la forme (3.36) en remplaçant S par S′ ≡ (γ0S†γ0)−1. On en déduit que SS′−1 estproportionnel à l'identité, soit Sγ0S†γ0 = λ où λ est un nombre omplexe.Montrons que λ est réel. L'hermitique onjugué de l'équation préédente donne γ0Sγ0S† = λ∗, don
Sγ0S†γ0 = λ∗ (en utilisant le fait que si AB = 1, alors A et B ommutent), don λ = λ∗.Nous verrons en outre que λ > 0 pour les transformations du groupe orthohrone, e qui permet de seramener à λ = 1 en multipliant S par une onstante. On aboutit au résultat important suivant :

S† = γ0S−1γ0. (3.38)Il est intéressant de omparer ette équation à l'équation dé�nissant les transformations de Lorentz, qui serérit sous une forme analogue :
tΛ = GΛ−1G. (3.39)Ces deux équations montrent que ni Λ ni S ne sont unitaires, e qui est relié au fait que les transformationsde Lorentz ne onservent pas la norme, ni d'un veteur, ni d'un spineur.Remarquons que si S satisfait aux équations (3.36) et (3.38), S eiθ onvient aussi, θ désignant un réelarbitraire. La transformation des spineurs est don dé�nie à une phase près.3.2.3 Spineur onjuguéOn dé�nit le spineur onjugué par
ψ̄(x) = ψ†(x)γ0. (3.40)Les équations (3.33) et (3.38) permettent de déterminer sa transformation

ψ̄′(x′) = ψ†(x)S†γ0 = ψ̄(x) γ0S†γ0 = ψ̄(x)S−1. (3.41)L'intérêt du spineur onjugué est justement qu'il se transforme simplement. Il apparaît naturellement lors-qu'on érit les quantités physiques sous forme ovariante, omme nous allons maintenant le voir.Comment s'érit l'équation de Dira pour ψ̄ ? En prenant l'hermitique onjuguée de l'équation (3.31), enutilisant (3.30) et en multipliant à droite par γ0, on obtient
ψ̄(x) (iγµ∂µ +m) = 0, (3.42)où l'opérateur de gradient ∂µ agit à gauhe. Pour l'onde plane (3.14), ette équation se rérit
ū (γµpµ −m) = 0. (3.43)3.2.4 Invariants bilinéairesDe même que la fontion d'onde de Shrödinger, la fontion d'onde de Dira n'est pas une observable.Seuls sont observables des éléments de matrie du type ψ†

1Oψ2, où O est un opérateur hermitique, ψ1 et ψ2sont deux spineurs de Dira. Il est don important d'étudier la transformation de Lorentz des diverses formesbilinéaires formées en multipliant des omposantes de ψ†
1 et de ψ2. Les spineurs ayant 4 omposantes, il y a16 formes bilinéaires linéairement indépendantes. Il est ommode de hoisir pour ela les 16 formes ψ̄1Γiψ2,où Γi désigne un produit de matries de Dira toutes di�érentes, omme dans la setion (3.1.2). Cependant,on prendra ii des produits de matries γµ plutot que des produits de αi et β : on véri�e aisément que lespropriétés énonées dans la setion (3.1.2) restent vraies, et en partiulier qu'on obtient bien 16 matries Γilinéairement indépendantes, don 16 formes bilinéaires indépendantes pour les ψ̄1Γiψ2.



3.2. COVARIANCE DE L'ÉQUATION DE DIRAC 41SalaireDes équations (3.33) et (3.41) on déduit immédiatement
ψ̄′

1(x
′)ψ′

2(x
′) = ψ̄1(x)ψ2(x). (3.44)C'est à dire que ψ̄1ψ2 est un salaire de Lorentz. On voit que le spineur onjugué ψ̄ = ψ†γ0 joue, vis-à-visdu spineur ψ, un peu le même r�le qu'un veteur ovariant Vµ = gµνV

ν vis-à-vis d'un veteur ontravariant
V µ. Dans les deux as, on obtient en e�et un salaire de Lorentz par ontration, ave γ0 à la plae de gµν ,omme on l'a déjà souligné à la �n de la setion 3.2.2.Calulons par exemple le salaire ūu, où u est l'onde plane normalisée suivant (3.16). De l'expression duhamiltonien (3.3), on déduit l'antiommutateur

{β,H} = 2m. (3.45)En prenant la valeur moyenne de ette équation entre u et u†, états propres de H , on en déduit 2E ū u =
2mu†u. D'après la onvention de normalisation (3.16), on obtient

ūu = ±2m. (3.46)suivant le signe de l'énergie. C'est une ondition équivalente à (3.16). Les deux membres de ette équationsont des salaires de Lorentz, e qui montre que notre ondition de normalisation est invariante de Lorentz.VeteurEn utilisant l'équation (3.36), on voit que ψ̄1γ
µψ2 se transforme omme un veteur ontravariant. Parexemple, le ourant de transition jµ = (ρ,~j), dé�ni par les équations (3.8) et (3.12), s'érit justement sousla forme

jµ = ψ̄1γ
µψ2. (3.47)Il se transforme omme un veteur, ainsi qu'on l'attendait. Par onséquent, l'amplitude de probabilité (3.7),qui est la harge assoiée au ourant de transition, est un salaire de Lorentz. Cei omplète la preuve del'invariane de Lorentz de la théorie.Tenseurs ; la inquième matrieReste à étudier la transformation des formes bilinéaires ψ̄1Γiψ2 où Γi est le produit de plusieurs matries

γµ toutes di�érentes. En utilisant l'équation (3.36) on voit que ψ̄1γ
µγνψ2 se transforme omme un tenseurontravariant, et ainsi de suite. D'autre part, ne onsidérer que des produits de γµ toutes di�érentes revientà onsidérer les tenseurs totalement antisymétriques (dont les seules omposantes non nulles orrespondentà des indies tous di�érents) formés à partir des produits de γµ. Ainsi, pour les produits de deux matries

γµ, on introduit le tenseur antisymétrique ψ̄1σ
µνψ2, où

σµν ≡ i

2
[γµ, γν] . (3.48)On obtient ainsi six quantités linéairement indépendantes. Le fateur 1/2 assure que σµν a pour déterminant

±1 et le fateur i que σµν † = γ0σµνγ0.Reste à onsidérer les produits de 3 ou 4 matries γµ di�érentes. Pour ela, nous introduisons la matrie
γ5 dé�nie par

γ5 ≡ iγ0γ1γ2γ3 =

(

0 1
1 0

)

, (3.49)la dernière égalité étant valable dans la représentation de Dira. Cette matrie véri�e (γ5)† = (γ5)−1 = γ5.Puisque les matries γµ antiommutent deux à deux, on peut rérire γ5 sous la forme
γ5 = − i

24
ǫµνρσγ

µγνγργσ. (3.50)Sous ette forme, il est manifeste que ψ̄1γ
5ψ2, ontration du pseudotenseur ǫµνρσ ave un tenseur, estun pseudosalaire. En�n, iψ̄1γ

µγ5ψ2, orrespondant au produit antisymétrisé de trois matries γµ, est unpseudoveteur.



42 CHAPITRE 3. PARTICULE DE SPIN3.2.5 Constrution des transformations in�nitésimalesRésolvons maintenant l'équation (3.36) d'inonnue S pour une transformation in�nitésimale
Λν

µ = δν
µ + ων

µ. (3.51)où les ων
µ sont très petits devant 1. On a vu dans un hapitre préédent (Setion 1.2.4) que ei est unetransformation de Lorentz si et seulement si ωµν est antisymétrique (Eq. (1.25)). La variation du spineur estproportionnelle à la variation des oordonnées, e qui permet d'érire S sous la forme

S = 1 − i

2
ωρµΣρµ, (3.52)où les Σρµ désignent les générateurs des transformations in�nitésimales que nous allons onstruire. Ils sontégalement antisymétriques en ρ et µ. L'équation (3.36) devient, au premier ordre en ω,

− i

2
ωρµ [γν ,Σρµ] = ων

µγ
µ. (3.53)On peut rérire le seond membre sous la forme

ων
µγ

µ = ωρµg
νργµ. (3.54)On obtient une équation de la forme ωρµT

ρµ = 0 devant être véri�ée quel que soit ωρµ antisymétrique. Ceiimplique que T ρµ soit symétrique, soit T ρµ − T µρ = 0. On obtient ainsi
−i [γν ,Σρµ] = gνργµ − gνµγρ. (3.55)En utilisant l'identité
[AB,C] = A{B,C} − {A,C}B (3.56)ainsi que (3.29), on montre failement que l'équation (3.55) est véri�ée si l'on hoisit

Σρµ =
1

2
σρµ =

i

4
[γρ, γµ] (3.57)où σµν est dé�ni par l'équation (3.48). De l'équation (3.30), on déduit

Σρµ † = γ0Σρµγ0, (3.58)et par onséquent la matrie de transformation (3.52) véri�e bien l'équation (3.38). Toute transformationde Lorentz propre et orthohrone pouvant s'érire omme produit de transformations in�nitésimales, eiprouve que l'équation de Dira garde bien la même forme dans tout référentiel.3.2.6 Opérateur de spinUn as partiulier important de transformation de Lorentz est la transformation par rotation, qui va nouspermettre de dé�nir le spin de la partiule. Dans une rotation in�nitésimale d'axe j et d'angle θ, Eq. (2.7),le moment inétique total Jj est dé�ni par une équation analogue à (2.8) :
ψ′(~x) − ψ(~x) = −iθJjψ(~x). (3.59)On peut déomposer la transformation de ψ en deux termes :

ψ′(~x) − ψ(~x) = [ψ′(~x) − ψ′(~x′)] + [ψ′(~x′) − ψ(~x)]. (3.60)Le premier terme du membre de droite orrespond à la variation de ψ′ résultant du déplaement de ~x à ~x′.En reprenant les équations (2.9) à (2.12), on voit que e terme orrespond à la partie orbitale du momentinétique. Le deuxième terme est don le terme de spin. Il orrespond à la �vraie� variation de ψ(x). Ondé�nira don le spin par
ψ′(~x′) − ψ(~x) = −iθSjψ(~x). (3.61)Il nous reste à exprimer les omposantes du spin en fontion des générateurs des tranformations deLorentz in�nitésimales, Σµν . Considérons par exemple une rotation in�nitésimale d'axe z et d'angle θ ≪ 1.On a alors, d'après l'équation (2.7) ave j = 3, δx = −θy et δy = θx. Ave les notations utilisées pour lestransformations de Lorentz in�nitésimales, Eq. (3.51), on en déduit ω1

2 = −1, ω2
1 = 1, et tous les autres



3.3. COUPLAGE AU CHAMP ÉLECTROMAGNÉTIQUE 43oe�ients nuls. En abaissant les indies, ω12 = 1, ω21 = −1. En utilisant l'équation (3.52), on en déduit
S = 1 − iθΣ12. La transformation du spineur est alors dé�nie par l'équation (3.33), qui donne

ψ′(~x′) − ψ(~x) = −iθΣ12ψ(~x). (3.62)Par identi�ation ave l'équation (3.61), on en déduit S3 = Σ12. En utilisant l'équation (3.57), on en déduit
S3 =

i

2
γ1γ2 = − i

2
α1α2 =

1

2

(

σ3 0
0 σ3

) (3.63)où la dernière égalité est valable dans la représentation de Dira, ainsi que dans la plupart des représentationsusuelles. Les autres omposantes du spin s'obtiennent par permutations irulaires :
Si = − i

4
ǫijkαjαk. (3.64)On véri�e aisément que (S1)

2 = (S2)
2 = (S3)

2 = 1/4. On a par onséquent (~S)2 = 3/4 = s(s + 1) ave
s = 1

2 : la partiule de Dira est de spin 1
2 .Signalons une autre forme utile de l'opérateur de spin

~S =
γ5~α

2
, (3.65)qui s'obtient aisément à partir des équations (3.49) et (3.63).Il est important de signaler que le spin ne ommute pas ave le hamiltonien, 'est à dire qu'il n'est pasune onstante du mouvement dans l'équation de Dira, même pour une partiule libre. Il en va de même dumoment orbital ~L. Seul le moment inétique total ~J = ~L + ~S est onservé. On peut montrer (voir exerie3.6.5) que la non-onservation du moment orbital est un e�et des états d'énergie négative.Pour une onde plane d'impulsion nulle, le spin ommute ave le hamiltonien βm, et on peut don dé�nirles états de polarisation omme en méanique quantique non relativiste. Mais e n'est plus le as pour unéletron en mouvement. Cependant, la projetion du spin sur la quantité de mouvement, dite héliité, resteune onstante du mouvement :

h ≡
~S · ~p
|~p| . (3.66)Ses valeurs propres sont ±1/2. Pour véri�er qu'il s'agit d'une onstante du mouvement, le plus simple estd'orienter les axes de oordonnées de telle sorte que ~p soit suivant l'axe z, auquel as l'héliité se réduit à S3et le hamiltonien à α3pz + βm qui, d'après l'équation (3.63), ommute bien ave S3.L'impulsion, le hamiltonien (qui a deux valeurs possibles pour ~p donné) et l'héliité (qui a deux valeurspossibles pour ~p et E donnés) forment un ensemble omplet d'observables qui ommutent pour la partiulede Dira libre.3.2.7 ParitéPour la transformation de parité ~x′ = −~x, les équations (3.36) et (3.38) sont véri�ées par S = γ0. Ondé�nit don la transformation de parité sur les spineurs par

ψ′(t, ~x) = γ0ψ(t,−~x). (3.67)3.3 Couplage au hamp életromagnétiqueCe qu'il y a de nouveau par rapport à l'équation de Klein�Gordon, 'est le spin. Comment se ouple-t-ilau hamp életromagnétique ? Commençons par quelques rappels de physique non relativiste.3.3.1 Préession d'un spin dans un hamp magnétiqueA un spin est généralement assoié un moment magnétique qui lui est proportionnel : ~M = µ~S, où µest le fateur gyromagnétique. Le hamiltonien d'interation de e spin ave un hamp magnétique extérieurdevient don
H = − ~M · ~B = −µ~S · ~B (3.68)



44 CHAPITRE 3. PARTICULE DE SPINL'équation du mouvement de l'opérateur de spin est donnée par l'équation de Ehrenfest
d~S

dt
= i[H, ~S]. (3.69)Ce ommutateur e alule en utilisant l'identité

[AB,C] = [A,C]B +A[B,C] (3.70)et les relations de ommutation du moment inétique
[Sk, Sj ] = iǫkjlSl. (3.71)On obtient ainsi

dSj

dt
= −iµ[Sk, Sj ]Bk = µǫkjlSlBk (3.72)soit sous forme vetorielle

d~S

dt
= µ~S × ~B. (3.73)Cei traduit simplement que le moment des fores s'exerçant sur un moment magnétique est ~M× ~B = µ~S× ~B.Le spin a don un mouvement de préession autour de ~B, à la vitesse angulaire ω = µB.D'autre part, on sait qu'une partiule hargée en mouvement dans un hamp magnétique tourne autourde ~B à la vitesse angulaire ω = eB/m. Si ette harge est en outre pourvue d'un spin, les vitesses angulairesde rotation et de préession di�èrent en général. Elles ne oïnident que si le rapport gyromagnétique vaut

µ = e/m. Dans e as partiulier, le spin garde un angle onstant ave la quantité de mouvement. Deuxpartiules de spin 1
2 véri�ent très préisément ette propriété : l'életron, dont le fateur gyromagnétiquevaut µ = (1, 001159652187± 0, 000000000004) e/me, et le muon µ−, de de masse mµc

2 = 106 MeV, donenviron 200 fois plus lourd que l'életron, qui se désintègre par interation faible en un temps moyen de
τ = 2, 19 × 10−6 s, pour lequel µ = (1, 0011659160± 0, 0000000006) e/mµ. Il en va probablement de mêmepour le troisième lepton hargé, le τ−, de masse mτ = 1777 MeV, dont la durée de vie, τ = 2, 9 × 10−13 s,est trop ourte pour permettre une mesure direte du moment magnétique.Il se trouve que l'équation de Dira, sous sa forme la plus simple, prédit justement un fateur gyroma-gnétique égal à e/m, omme nous allons le voir. Cei montre qu'elle dérit orretement les interationséletromagnétiques des leptons hargés, ave une préision de l'ordre de 10−3. Les déviations de µ par rap-port à e/m ne sont alulables que dans le adre de la théorie quantique des hamps, qui donne la valeur de
µ sous forme d'un développement en puissanes de la onstante de struture �ne α = e2/4π ≃ 1/137, 036.Au premier ordre, µ = (1 + α/2π)e/m ≃ 1, 001161 e/m.3.3.2 Couplage minimalLes substitutions

E → E − eV (x)
~P → ~P − e ~A(x) (3.74)transforment le hamiltonien libre (3.3) en

H = ~α ·
(

~P − e ~A(x)
)

+ β m+ eV (x). (3.75)La forme ovariante (3.31) de l'équation de Dira devient ainsi
(γµ(i∂µ − eAµ) −m)ψ(x) = 0. (3.76)L'introdution du hamp életromagnétique ne modi�e pas les propriétés de ovariane énonées plus haut.Les expressions du ourant de transition (3.47) et du ourant de probabilité ne sont pas modi�ées, ontrai-rement à e qui avait lieu pour l'équation de Klein�Gordon.En remplaçant φ par ψ dans les équations (2.39) et (2.40), on voit que l'équation (3.76) respete l'inva-riane de jauge, puisqu'elle est obtenue en remplaçant la dérivée ∂µ par la dérivée ovarianteDµ = ∂µ+ieAµ.Montrons que dans un hamp purement magnétique, le spin garde un angle onstant ave la quantité demouvement ~P−e ~A. La quantité de mouvement gardant un module onstant (le hamp magnétique n'aélère



3.3. COUPLAGE AU CHAMP ÉLECTROMAGNÉTIQUE 45pas les partiules) ainsi que le spin, il su�t pour ela de montrer que l'opérateur dé�ni par P ≡ ~S · (~P − e ~A)est une onstante du mouvement, 'est à dire qu'il ommute ave le hamiltonien H = ~α · (~P − e ~A) + βm.Erivons l'opérateur de spin sous la forme ~S = γ5~α/2. Puisque γ5 ommute ave ~α, P ommute ave
~α · (~P − e ~A). Puisque ~S ommute ave β, P ommute aussi ave β. Don P ommute ave H . D'après ladisussion de la setion 3.3.1, on en déduit que la partiule dérite par l'équation de Dira porte un momentmagnétique e~/(2m). Dans la setion 3.3.3, nous allons le véri�er d'une autre manière, en prenant la limitenon relativiste de l'équation de Dira.Notons que le ouplage minimal n'est pas la seule façon d'introduire le hamp életromagnétique dansl'équation de Dira : d'autres valeurs du moment magnétique sont possibles. Une généralisation est présentéedans l'exerie 3.6.4. Cette généralisation permet d'étendre l'utilisation de l'équation de Dira à d'autrespartiules que les leptons hargés, par exemple le proton et le neutron, dont le moment magnétique esttrès di�érent de elui donné par le ouplage minimal : elui-i donnerait par exemple 0 pour le neutron,életriquement neutre, mais qui possède un moment magnétique, ar les quarks qui le omposent sont hargés.3.3.3 Limite non relativistePour prendre la limite non relativiste d'une solution d'énergie positive de l'équation de Dira, il estnaturel de séparer l'énergie de masse en érivant le spineur de Dira sous la forme

ψ(t, ~x) = e−imtψ′(t, ~x). (3.77)L'énergie se sépare alors en deux omposantes orrespondant à l'énergie inétique et à l'énergie de masse :
i
∂ψ

∂t
= e−imt

(

i
∂

∂t
+m

)

ψ′. (3.78)L'équation d'évolution de ψ′ se déduit de (3.75) et (3.78) :
(

i
∂

∂t
− eV

)

ψ′ =
[

~α ·
(

~P − e ~A
)

+ (β − 1)m
]

ψ′. (3.79)La représentation standard de Dira (3.6) est bien adaptée à la limite non relativiste. On déompose lespineur de Dira en deux spineurs à deux omposantes :
ψ′ =

(

φ
χ

)

. (3.80)L'équation (3.79) se rérit alors
(

i
∂

∂t
− eV

)

φ = ~σ ·
(

~P − e ~A
)

χ
(

i
∂

∂t
− eV

)

χ = ~σ ·
(

~P − e ~A
)

φ− 2mχ (3.81)Dans la limite non relativiste, les termes d'énergie inétique i∂/∂t et d'énergie potentielle eV sont négligeablesdevant l'énergie de masse, et la deuxième équation se réduit à
χ =

~σ ·
(

~P − e ~A
)

2m
φ. (3.82)Cette équation montre que χ est beauoup plus faible que φ à la limite non relativiste. On appelle respeti-vement φ et χ les grandes et les petites omposantes. L'équation (3.82) permet d'éliminer χ dans (3.81) :

i
∂

∂t
φ =







[

~σ ·
(

~P − e ~A
)]2

2m
+ eV






φ, (3.83)équation de Pauli. Le deuxième membre joue le r�le d'un hamiltonien non relativiste pour le spineur φ.On peut simpli�er ette équation en développant [σi (Pi − eAi)]

2. Les matries de Pauli étant de arré1, les termes arrés du développement donnent simplement (~P − e ~A)2. Les termes roisés se alulent enutilisant la relation σxσy = iσz = −σyσx. Il apparaît alors des ommutateurs de la forme
[Px − eAx(~x), Py − eAy(~x)] = −ie∂Ax

∂y
+ ie

∂Ay

∂x
= ieBz. (3.84)



46 CHAPITRE 3. PARTICULE DE SPINL'équation de Pauli (3.83) devient alors
i
∂

∂t
φ =

(

(~P − e ~A)2

2m
+ eV − e

2m
~σ · ~B

)

φ. (3.85)On reonnaît bien l'équation de Shrödinger pour une partiule hargée dans un hamp életromagnétique,ave en plus un terme de ouplage entre le spin et le hamp magnétique, orrespondant à un momentmagnétique e~/2m aligné ave le spin, omme prévu.3.4 Di�usion de MottNous allons maintenant examiner, dans le adre de la théorie de Dira, la di�usion par un hamp éle-tromagnétique déjà étudiée pour une partiule salaire dans les setions 2.4 et 2.5.3.4.1 Amplitude de transitionL'équation de Dira étant du premier ordre en temps, omme l'équation de Shrödinger, on peut appliquerles résultats rappelés dans la setion 2.4.1. En présene d'un hamp életromagnétique, l'équation de Diraest de la forme (2.41), où H0 est le hamiltonien libre (3.3) et W (x) la perturbation
W (x) = e

(

V (x) − ~α · ~A(x)
)

= eγ0γµAµ(x). (3.86)On suppose que pour t→ −∞, le spineur ψ(x) est une solution de l'équation de Dira libre, notée ψi(x), eton va aluler la probabilité d'être dans un autre état libre, noté ψf (x), à t→ +∞.L'amplitude de transition au premier ordre en W est donnée par l'équation (2.47), où la fontion d'ondeest remplaée par un spineur à 4 omposantes :
Afi = −i

∫

d4xψ†
f (x)W (x)ψi(x). (3.87)En remplaçant W (x) par son expression (3.86) et en introduisant le spineur onjugué (3.40), l'amplitudese met sous la forme (2.56), ave un ourant de transition donné par (3.47), à un fateur e près (puisqu'ils'agit d'un ourant életrique) :

jµ(x) = e ψ̄f(x)γµψi(x). (3.88)On a vu dans la setion 2.4.4 que l'invariane de jauge de l'amplitude de transition équivaut à la onser-vation du ourant de transition. Celle-i a été prouvée dans la setion 3.1.3. Elle se retrouve aisément sous laforme ovariante (3.88) en utilisant l'équation de Dira pour ψi, sous la forme (3.31), et l'équation de Dirapour ψ̄f , sous la forme (3.42).Si l'on hoisit pour ψi et ψf des ondes planes normalisées de la forme (3.17)
ψi(x) =

1
√

2E~pi
V
ui e

−ipµ
i xµ

ψf (x) =
1

√

2E~pf
V
uf e

−ipµ
f

xµ , (3.89)l'amplitude de transition devient
Afi = −ie ūfγ

µui Ãµ(pf − pi)
1

√

2V E~pi

√

2V E~pf

. (3.90)Le résultat est analogue à elui obtenu pour une partiule salaire (équation (2.64)), en e�etuant la substi-tution
pµ

f + pµ
i → ūf γ

µ ui. (3.91)Les spineurs ui et uf ontiennent ii la dépendane en spin de l'amplitude de transition.Le diagramme de Feynman orrespondant est représenté sur la �gure 3.1. Il est identique à elui de la�gure 2.1, si e n'est que la partiule de spin 1
2 est représentée par un trait plein, au lieu de tirets pour unepartiule salaire.Nous pouvons don énoner quelques règles de Feynman supplémentaires : on assoie un fateur ui àune partiule de spin 1

2 entrante, et un fateur ūf à une partiule sortante. L'interation életromagnétiqued'une partiule de spin 1
2 se traduit par le fateur −ieγµ assoié au vertex.
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µA

pp fi

Fig. 3.1 � Diagramme de Feynman de la di�usion oulombienne.3.4.2 Setion e�ae non polariséeConsidérons le as partiulier d'un hamp purement életrostatique. Alors seul le terme µ = 0 ontribuedans l'équation (3.90). La seule di�érene ave le alul e�etué pour une partiule salaire est don, enutilisant l'équation (3.91) ave µ = 0, que l'on remplae un fateur E~pi
+E~pf

par un fateur ūfγ
0ui = u†fuidans l'amplitude de transition. La probabilité de transition s'obtient don en remplaçant (E~pi

+ E~pf
)2 par

∣

∣

∣
u†fui

∣

∣

∣

2.Nous allons tout d'abord rérire ette quantité sous une forme qui s'avérera plus ommode pour lesaluls. En expliitant les omposantes des spineurs, représentées par des indies α et β variant de 1 à 4, onobtient
∣

∣

∣u
†
fui

∣

∣

∣

2

= (u∗fαuiα)(ufβu
∗
iβ) (3.92)En hangeant l'ordre des termes, ette équation fait apparaître la trae d'un produit de matries :

∣

∣

∣u
†
fui

∣

∣

∣

2

= (uiαu
∗
iβ)(ufβu

∗
fα)

= tr
[

(uiu
†
i )(ufu

†
f )
]

. (3.93)Attention ! N'oublions pas que u†u est un nombre, mais uu† une matrie 4×4, déjà renontrée dans la setion3.1.4 (voir l'équation (3.22)).Nous poursuivrons le alul dans le as où les spins des partiules entrante et sortante ne sont pas mesurés.Cei nous permettra de omparer le résultat ave elui obtenu pour une partiule salaire. On va don sommerla probabilité sur les états de spin de la partiule sortante, qu'on suppose détetée indépendamment de sonspin, et moyenner sur les états de spin de la partiule entrante, dont le spin n'est pas onnu. Puisqu'il y adeux états de spin, on va don aluler
1

2

∑

spins

∣

∣

∣u
†
fui

∣

∣

∣

2

=
1

2

∑

spins

tr
[

(uiu
†
i )(ufu

†
f )
]

. (3.94)Les sommes sur les spins sont données par l'équation (3.23). On obtient
1

2

∑

spins

∣

∣

∣u
†
fui

∣

∣

∣

2

=
1

2
tr
[

(E~pf
+ ~α · ~pf + βm)(E~pi

+ ~α · ~pi + βm)
]

. (3.95)Nous avons vu à la setion 3.1.2 que le produit de deux matries de Dira αi ou β di�érentes est de traenulle. Par onséquent, seuls restent les termes arrés, qui valent 1. En se souvenant que tr(1) = 4 puisqu'ona des matries 4 × 4, on aboutit au résultat
1

2

∑

spins

∣

∣

∣u
†
fui

∣

∣

∣

2

= 2(E~pi
E~pf

+ ~pi · ~pf +m2), (3.96)à omparer à (E~pi
+ E~pf

)2 pour une partiule sans spin.Dans le as partiulier d'un hamp indépendant du temps, l'énergie est onservée : E~pi
= E~pf

= E.Exprimons le résultat en fontion de l'angle de di�usion θ : ~pi · ~pf = p2 cos θ. En remplaçant m2 par E2 −p2,on obtient
1

2

∑

spins

∣

∣

∣u
†
fui

∣

∣

∣

2

= 4E2
(

1 − v2 sin2 θ/2
) (3.97)



48 CHAPITRE 3. PARTICULE DE SPINoù v = p/E est la vitesse de la partiule.On obtient �nalement la setion e�ae dite de Mott
(

dσ

dΩ

)

Dirac

=

(

dσ

dΩ

)

Klein−Gordon

(

1 − v2 sin2 θ/2
)

. (3.98)Il apparaît une orretion relativiste en v2 provenant du spin.3.5 Antipartiules3.5.1 Points de vue de Feynman et de DiraL'interprétation de Feynman des états d'énergie négative (voir setion 2.6) s'applique également à l'équa-tion de Dira : on interprète une partiule d'énergie −E, d'impulsion −~p et de spin −~σ dans l'état initial(resp. �nal) omme une antipartiule d'énergie E, d'impulsion ~p et de spin ~σ dans l'état �nal (resp. ini-tial), interprétation ompatible ave les lois de onservation de la quantité de mouvement, de l'énergie et dumoment inétique. L'antipartiule a une harge életrique opposée à la partiule.Dira, lorsqu'il érivit l'équation qui porte son nom, proposa une autre interprétation des états d'énergienégative qui, par ontre, ne se généralise pas à l'équation de Klein�Gordon. Une partiule de spin 1
2 étantun fermion, haque état quantique est oupé au plus une fois. Le vide, dé�ni omme l'état d'énergie la plusbasse, est l'état où tous les niveaux d'énergie positive sont libres et tous les niveaux d'énergie négative sontoupés : 'est e qu'on appelle la �mer de Dira�. Les états à une partiule sont alors de deux sortes : soiton remplit un niveau d'énergie positive, 'est à dire un életron, soit on enlève une partiule de la mer deDira, e qu'on appelle un état de �trou� : enlever une partiule de harge e, d'impulsion pµ et de spin ~σrevient à ajouter une partiule de harge −e (don une antipartiule), d'impulsion −pµ et de spin −~σ. Paronséquent, les points de vue de Dira et de Feynman onduisent au même résultat.On note v (au lieu de u) une solution à ondes planes d'énergie négative.3.5.2 Création de pairesComme pour l'équation de Klein�Gordon, l'amplitude de transition dans un hamp életromagnétique(3.90) sera interprétée, si Ei < 0 omme l'amplitude de réation d'une paire par le hamp életromagnétique,d'une partiule d'impulsion pµ

1 = pµ
f et d'une antipartiule d'impulsion pµ

2 = −pµ
i :

Afi = −ie ū1γ
µv2 Ãµ(p1 + p2)

1
√

2V E~p1

√

2V E~p2

. (3.99)Notons une règle de Feynman supplémentaire : on assoie un fateur v à une antipartiule sortante, et unfateur v̄ à une antipartiule entrante.Le nombre moyen de paires réées s'érit
P =

∫

d3~p1

(2π)3 2E~p1

d3~p2

(2π)3 2E~p2

∑

spins

∣

∣

∣e ū1γ
µv2Ãµ(p1 + p2)

∣

∣

∣

2

. (3.100)Calulons la somme sur les états de polarisation. Nous érivons tout d'abord
∑

spins

∣

∣

∣ū1γ
µv2Ãµ

∣

∣

∣

2

= ÃµÃ
∗
νL

µν (3.101)où
Lµν ≡

∑

spins

(ū1γ
µv2) (ū1γ

νv2)
∗
. (3.102)Nous allons aluler Lµν . En utilisant (3.30) et (3.40), on obtient

(ū1γ
νv2)

∗ = v̄2γ
νu1 (3.103)En remplaçant dans l'équation (3.102), on voit apparaître la trae d'un produit de matries, omme dansl'équation (3.94) :

Lµν =
∑

spins

(ū1γ
µv2) (v̄2γ

νu1)
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=

∑

spins

tr [γµ(v2v̄2)γ
ν(u1ū1)] . (3.104)Des équations (3.23) et (3.40), on déduit

∑

spins

u1ū1 = γµp
µ
1 +m. (3.105)Pour les solutions d'énergie négative v2, on utilise l'équation (3.24), en veillant à remplaer ~p par −~p2(puisque ~p2 désigne l'impulsion de l'antipartiule) :

∑

spins

v2v̄2 = γµp
µ
2 −m. (3.106)La somme sur les spins se ramène don à un alul de trae :

Lµν = tr [γµ(γρp2ρ −m)γν(γσp1σ +m)] . (3.107)Les traes se alulent au moyen des formules suivantes :
tr(γµγν) = 4gµν

tr(γµγνγρ) = 0
tr(γµγνγργσ) = 4(gµνgρσ − gµρgνσ + gµσgνρ). (3.108)Après alul,
Lµν = 4

(

pµ
1p

ν
2 + pν

1p
µ
2 − (m2 + p1 · p2)g

µν
)

, (3.109)où nous avons utilisé la notation p1 · p2 = p1αp
α
2 . On peut omparer e résultat ave elui obtenu pour unepartiule salaire (2.80) :

Lµν = (pµ
1 − pµ

2 )(pν
1 − pν

2). (3.110)Pour obtenir la probabilité de réation de paires, il reste à e�etuer l'intégrale sur l'espae des phases del'équation (3.100). Ce alul est l'objet de l'exerie 3.6.9.3.6 Exeries et problèmesLes exeries 3.6.1 à 3.6.4 permettent de se familiariser ave les matries de spin de l'équation de Dira.L'exerie 3.6.6 alule les premières orretions relativistes à l'équation de Pauli, responsables de la struture�ne de l'atome d'hydrogène. Les exeries 3.6.7 à 3.6.10 omplètent les exeries 2.7.4 à 2.7.8 du hapitrepréédent, en y inluant les modi�ations liées au spin. En�n, les exeries 3.6.5 et 3.6.11 traitent de problèmesqui ne sont pas spéi�ques aux partiules de spin 1
2 (et qui auraient don pu être étudiés au hapitre préédent)mais se traitent mieux au moyen d'un formalisme hamiltonien.3.6.1 Constrution des matries de DiraOn se propose de onstruire pour tout N un ensemble de N matries α0,..., αN−1 hermitiques, de mêmetaille, telles que pour i, j = 0, ..., N − 1, on ait αiαj + αjαi = 2δij.1. Supposons qu'on ait N matries α0,...,αN−1 de taille p× p véri�ant les onditions i-dessus, ave N pair.Montrer qu'on peut en obtenir N + 1 en prenant les mêmes, plus la matrie αN = λα0...αN−1 où λ est unnombre omplexe dont on préisera la valeur suivant N .2. Montrer qu'on peut ensuite passer à N + 2 (pair) en prenant les matries de taille 2p× 2p suivantes :

α′
N+1 =

(

0 1
1 0

)

et α′
j =

(

0 i αj

−i αj 0

)

pour j = 0, ..., N (3.111)3. Pour N = 1, on peut hoisir la matrie de taille 1 × 1 α0 = (1). La méthode i-dessus permet alors deonstruire par réurrene un ensemble de matries pour tout N . Quelle est la taille des matries en fontionde N ? Expliiter les matries obtenues pour N = 2, 3, 4, 5. Quelles matries reonnaît-on ?4. En généralisant à N pair quelonque les propriétés démontrées dans la setion 3.1.2, montrer que lesmatries onstruites i-dessus sont de taille minimale.



50 CHAPITRE 3. PARTICULE DE SPIN3.6.2 Ondes planes dans la représentation de Dira1. Erire la fontion d'onde de Dira orrespondant à une onde plane d'énergie positive, d'impulsion psuivant l'axe z, et d'héliité +1/2. On hoisira la représentation de Dira (3.6), dans laquelle on exprimerale hamiltonien (3.3) et l'héliité (3.66). On posera p = m sinhφ, et on véri�era que le spineur de polarisationest
u ∝







cosh(φ/2)
0

sinh(φ/2)
0






. (3.112)2. On va maintenant retrouver ette expression en appliquant une transformation spéiale de Lorentz surune solution au repos. Nous allons d'abord déterminer la transformation du spineur dans une transformationde Lorentz in�nitésimale d'axe z et de vitesse φ≪ 1, dé�nie par x′ = x+φt, t′ = t+φx. En suivant la mêmedémarhe que pour les rotations in�nitésimales (setion 3.2.6), montrer que la matrie de transformationorrespondante est

S = 1 − iφΣ01 = 1 +
φ

2
α1. (3.113)3. Une transformation de vitesse �nie s'obtient en formant le produit d'un grand nombre de transformationsin�nitésimales : on e�etue le produit de N transformations de vitesse φ/N où N est très grand. Véri�erqu'on obtient ainsi

Λ =







coshφ sinhφ 0 0
sinhφ coshφ 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1






(3.114)et

S = exp

(

φ

2
αj

)

= cosh(φ/2) + αj sinh(φ/2). (3.115)4. En appliquant la transformation préédente à une solution au repos de l'équation de Dira, véri�er qu'onretrouve bien l'équation (3.112).3.6.3 Quadriveteur de Pauli�LubanskiOn dé�nit l'opérateur Wµ = 1
4mǫ

µνρασνρpα, où σνρ est dé�ni par l'équation (3.48).1. Véri�er qu'il se réduit, dans l'espae des états de ~p = ~0, à (0, ~S), où ~S est l'opérateur de spin dé�ni dansla setion 3.2.6.2. Etudier la transformation du quadriveteur (0, ~S) dans une transformation spéiale de Lorentz d'axe zet de vitesse v, en séparant les omposantes parallèle et perpendiulaires à z. Véri�er que la omposantespatiale de Wµ tent à s'aligner suivant z lorsque v → c.C'est une propriété des partiules de masse nulle, qui vont à la vitesse de la lumière, d'avoir leur spintoujours porté par la diretion de leur impulsion, soit dans le même sens, soit dans le sens ontraire. Et ettepropriété est indépendante de leur spin : elle est vraie, par exemple, pour les photons, qui sont de spin 1.3.6.4 Couplage non minimalOn onsidère l'équation de Dira modi�ée par l'adjontion d'un terme de ouplage non minimal au hampéletromagnétique
[

iγµ (∂µ − eAµ) −m− k

2
σµνFµν

]

ψ = 0 (3.116)où σµν est donné par l'équation (3.48) et k est un paramètre réel.1. L'équation modi�ée est-elle enore ovariante sous le groupe de Lorentz ? Est-elle invariante de jauge ?2. Caluler la modi�ation du hamiltonien de Dira, qu'on exprimera en fontion des hamps ~E et ~B. Véri�erque le terme supplémentaire est bien hermitique.3. Comment le terme supplémentaire modi�e-t-il l'équation de Pauli (3.85) dans le as d'un hamp purementmagnétique ? Quelle est l'interprétation physique de l'équation de Dira modi�ée ?



3.6. EXERCICES ET PROBLÈMES 513.6.5 Opérateur de vitesse ; ZitterbewegungL'opérateur de vitesse de l'équation de Dira a des propriétés urieuses qui dé�ent l'intuition physique.Nous allons énoner es propriétés, et montrer qu'elles déoulent naturellement de l'existene d'états d'énergienégative.Dans tout e problème, on se plaera dans la représentation de Heisenberg, où un opérateur O évoluedans le temps suivant la loi dO/dt = −i [O, H ] (équation de Ehrenfest).1. Vitesse de l'életron de DiraVéri�er que la vitesse pour un életron de Dira libre est donnée par
d~r

dt
= ~α.2. Propriétés de l'opérateur de vitesseVéri�er les propriétés suivantes, et omparer ave la méanique quantique non relativiste :� Les omposantes de l'opérateur de position ommutent ave les omposantes de l'opérateur de vitesse.� Les seules valeurs possibles de la vitesse suivant un axe sont −1 et +1.� Les omposantes de l'opérateur de vitesse ne ommutent pas entre elles.Nous allons voir que es propriétés urieuses, qui furent remarquées par Breit dès 1928, sont dues à laprésene des états d'énergie négative : l'opérateur de vitesse, restreint aux états d'énergie positive, oïnidebien ave la vitesse usuelle ~p/E.3. Matrie de l'opérateur de vitessePour ela, le plus simple est d'étudier l'élément de matrie de l'opérateur entre deux états propres de H ,

|ψ1〉 et |ψ2〉, de valeurs propres respetives E1 et E2.a) Montrer que 〈ψ1| ~P |ψ2〉 = 0 si E1 6= E2.b) En utilisant l'équation (3.18), montrer que 〈ψ1| ~α |ψ2〉 = 〈ψ1| ~P/H |ψ2〉 sauf pour E2 = −E1. Cei prouvele résultat annoné.4. Non�onservation du moment orbitalVéri�er que
d~L

dt
= ~α× ~P .Montrer que ~L est onservé si on se restreint aux états d'énergie positive. On se plaera pour ela dans unebase propre ommune à ~P et à H , et on utilisera le résultat de la question 3.5. Moment inétique totalCaluler dS3/dt, où S3 est dé�ni par l'équation (3.63). On utilisera pour ela l'identité (3.56). Véri�erque l'opérateur J3 = L3 + S3 est une onstante du mouvement. C'est le moment inétique total .6. Résolution des équations de EhrenfestNous allons résoudre l'équation donnant l'évolution de la position dans le as général où la fontiond'onde est une superposition d'états d'énergie positive et négative. Montrer que

d~α

dt
= −2i

(

~αH − ~P
)

.Véri�er que la solution de ette équation est
~α(t) =

~P

H
+

(

~α(0) −
~P

H

)

e−2iHt.(noter que l'ériture sous forme de fration est justi�ée par le fait que ~P ommute ave H , don qu'on peutdiviser indi�éremment à droite ou à gauhe). Par intégration, en déduire ~r(t). Ce alul fut e�etué parShrödinger en 1930.On trouve le résultat lassique, plus un deuxième terme représentant un mouvement d'osillation rapide(la fréquene est supérieure à 2m), provenant des éléments de matrie de ~α entre états d'énergie opposée.Ce mouvement supplémentaire a reçu le nom de �Zitterbewegung�.3.6.6 Couplage spin�orbiteNous allons étudier les orretions relativistes à l'équation de Pauli (3.85), dans le as partiulier d'unhamp purement életrostatique, soit ~A(~x) = 0 et V (~x) indépendant du temps.



52 CHAPITRE 3. PARTICULE DE SPIN1. On onsidère un état stationnaire d'énergie totale m+E ave |E| ≪ m. Comme dans la setion 3.3.3, onutilise la représentation standard de Dira. Erire les équations véri�ées par χ et φ. Eliminer χ et montrerque φ véri�e l'équation
(E − eV )φ = (~σ · ~P )

1

2m+ E − eV
(~σ · ~P )φ. (3.117)2. En développant la fration, montrer qu'on reonnaît le hamiltonien non relativiste, d'ordre v2 (v désignantla vitesse) plus une orretion relativiste qui vaut à l'ordre v4

∆H = − 1

4m2
(~σ · ~P )(E − eV (~x))(~σ · ~P ) (3.118)3. Caluler le ommutateur [E − eV (~x), ~σ · ~P ]. En utilisant le fait que (E − eV (~x))φ ≃ ~P 2/(2m)φ à l'ordre

v2, mettre la orretion d'ordre v4 sous la forme
∆Hφ =

[

−
~P 4

8m3
+

ie

4m2
(~σ · ~P )(~σ · ~∇V )

]

φ. (3.119)Quelle est l'interprétation physique du premier terme ?4. Reste à interpréter le dernier terme de l'équation (3.119), qui est lié au spin de l'életron. En utilisantl'identité
σiσj = δij + iǫijkσk, (3.120)Véri�er que

ie

4m2
(~σ · ~P )(~σ · ~∇V ) =

ie

4m2
~P · ~∇V − e

2m2
~S ·
(

~P × ~∇V
)

, (3.121)où ~S désigne l'opérateur de spin.5. Le premier terme de l'équation (3.121) est dit terme de Darwin. Nous le noterons ∆HD. On remarqueraque e terme n'est pas hermitique. La raison est un peu subtile. Le hamiltonien de Dira est hermitique,don deux états stationnaires ψ1 et ψ2 d'énergies di�érentes sont orthogonaux : ψ†
1ψ2 = φ†1φ2 + χ†

1χ2 = 0.Par ontre, on n'a pas en général φ†1φ2 = 0, don le hamiltonien pour φ n'est pas hermitique. Néanmoins, lavaleur moyenne de ∆HD dans l'état φ est réelle, puisque 'est la orretion à l'énergie. On peut don érire
〈φ|∆HD|φ〉 =

1

2
〈φ|∆HD + ∆H†

D |φ〉 . (3.122)Véri�er qu'on obtient ainsi
〈φ|∆HD|φ〉 =

e

8m2
〈φ|∆V |φ〉 . (3.123)C'est la forme usuelle du terme de Darwin. Dans le as de l'atome d'hydrogène, quelles seront les orbitalesa�etées par e terme ?6. Il ne nous reste qu'à interpréter le dernier terme de l'équation (3.121), dit interation spin-orbite. Nousle noterons ∆Hso. Dans le as d'un potentiel entral V (r) où r = |~x|, véri�er que

∆Hso =
e

2m2
~S · ~L 1

r

dV

dr
, (3.124)où ~L = ~r × ~P désigne le moment inétique orbital. Quelle est l'interprétation physique de e terme ?3.6.7 Niveaux de LandauOn se propose de aluler les niveaux d'énergie d'un életron de Dira plaé dans un hamp magnétiqueuniforme et onstant ~B. Cet exerie fait suite à l'exerie 2.7.4,1. On onsidère tout d'abord le as plus général d'un életron situé dans un hamp magnétique onstant quel-onque, de potentiel veteur ~A(~x) donné. On utilise la représentation de Dira (3.6). Soit un état stationnaired'énergie E, de spineur

ψ(t, x, y, z) = e−iEt

(

ϕ(x, y, z)
χ(x, y, z)

)

. (3.125)où ϕ et χ sont des spineurs à deux omposantes. Erire les équations ouplées satisfaites par ϕ et χ. Endéduire l'équation du seond ordre satisfaite par ϕ. La omparer à l'équation obtenue dans l'exerie 2.7.4.



3.6. EXERCICES ET PROBLÈMES 532. On hoisit ~A = (0, Bx, 0). En utilisant les résultats de l'exerie 2.7.4, aluler les niveaux d'énergie.Examiner leur dégénéresene pour py et pz �xés.3. On se propose de montrer que la dégénéresene d'ordre 2 qui apparaît dans les niveaux de Landau estreliée à une symétrie du hamiltonien. Pour ela, on revient au hamiltonien de Dira et on introduit lesopérateurs Σ1 et Σ2 dé�nis par
Σ1 = iβαz (αxpx + αy(py − eBx))
Σ2 = iαxαy (αzpz + βm) (3.126)Véri�er que Σ1 et Σ2 :� sont hermitiques ;� ommutent ave H , py et pz ;� antiommutent entre eux.Caluler Σ2

2 et véri�er que Σ2
1 = H2 − Σ2

2.4. On peut se plaer dans le sous-espae propre ommun à H , py et pz. Déduire de e qui préède que lesmatries σ1, σ2 et σ3 dé�nies par σ1 ≡ Σ1/
√

Σ2
1, σ2 ≡ Σ2/

√

Σ2
2 et σ3 ≡ −iσ1σ2 sont des onstantes dumouvement qui véri�ent l'algèbre des matries de Pauli. Quel est le groupe de symétrie orrespondant, etdans quelle représentation est-on ? Quelle dégénéresene des niveaux résulte de ette symétrie ?3.6.8 Atome d'hydrogèneCet exerie fait suite à l'exerie 2.7.5, qu'il omplète en inluant les e�ets du spin de l'életron. Erirel'équation de Dira pour l'életron de l'atome d'hydrogène, en traitant le proton omme une harge �xe etpontuelle à l'origine des oordonnées. On notera V (~x) le potentiel du hamp életrostatique.Pour se ramener à une équation du seond ordre similaire à l'équation de Klein�Gordon, on multipliel'équation de Dira par ~α · ~P + βm (~α sont les matries de Dira, à ne pas onfondre ave α = e2/4π danse problème). Caluler le ommutateur [~α · ~P + βm,E − eV (~x)

] et en déduire que l'équation d'onde s'érit
[

~P 2 +m2 −
(

E +
α

r

)2

− i
α

r2
~α · r̂

]

ψ(x) = 0 (3.127)où r̂ = ~r/r. Montrer que pour se ramener au as déjà étudié dans l'exerie 2.7.5, il su�t de diagonaliserl'opérateur K = L2 − α2 − iα~α · r̂.L'opérateur K n'agit pas sur la partie radiale de la fontion d'onde : pour le diagonaliser, on se plaedon dans l'espae des variables angulaires et de spin. Dans et espae, un ensemble omplet d'observablesqui ommutent est onstitué par J2, Jz et L2. Montrer (ave ou sans alul) que K ommute ave lesomposantes du moment inétique ~J .Il su�t don de diagonaliserK dans le sous-espae propre de J2 et Jz orrespondant à des valeurs propresdonnées j(j + 1) et jz. Montrer que dans e sous-espae, noté Ej,jz
, L2 a deux valeurs propres possibles.Lesquelles ? Elles sont non dégénérées puisque J2, Jz et L2 forment un ensemble omplet d'observables quiommutent, et Ej,jz

est don de dimension 2.On va érire la matrie de K dans la base propre de L2. Montrer d'abord que l'élément de matrie de r̂entre deux états de même l est nul, puis que (~α · r̂)2 = 1. En déduire la forme de la matrie de ~α · r̂ puiselle de K sous la forme
K = (j + 1/2)2 − α2 +

(

−(j + 1/2) −iαe−iϕ

−iαeiϕ j + 1/2

) (3.128)où ϕ est un réel. Caluler les valeurs propres de K. En déduire les niveaux d'énergie de l'atome d'hydrogène.Déterminer (soigneusement !) les valeurs prises par j pour n donné, et la dégénéresene du niveau En,j .La parité est un bon nombre quantique pour e problème. Que vaut-elle, à votre avis, pour les diversniveaux (sans alul) ?3.6.9 Création de pairesVéri�er que la probabilité de réation de paires pour l'équation de Dira se met sous la forme (2.90), ave
Jµν(q) =

∫

d3~p1

(2π)32E1

d3~p2

(2π)32E2
(2π)4δ4(q − p1 − p2)

×4
(

pµ
1p

ν
2 + pν

1p
µ
2 − (m2 + p1 · p2)g

µν
)

. (3.129)



54 CHAPITRE 3. PARTICULE DE SPIN1. Véri�er que l'équation (2.92) est toujours satisfaite ave ette dé�nition de Jµν .2. Véri�er que
gµνJ

µν(q) = −4(2m2 + q2)I(q). (3.130)où I(q) est donné par l'équation (2.94). En déduire la probabilité totale de réation de paires.3.6.10 Couplage à un potentiel salaireOn onsidère une partiule de Dira ouplée à un hamp salaire U(x), suivant le hamiltonien
H = ~α · ~P + β(m+ U(x)). (3.131)1. Véri�er que l'équation de Dira se met sous la forme

[iγµ∂µ − (m+ U(x))]ψ(t, ~x) = 0 (3.132)Comment faut-il transformer U(x) dans une transformation de Lorentz pour que l'équation (3.132) soitovariante ?2. Reprendre le alul de di�usion de la setion 3.4 ave ette interation, au premier ordre en U(x). Véri�erqu'on obtient la même amplitude de di�usion que par un hamp életrostatique, en remplaçant u†fui par
ūfui.3. Véri�er que

1

2

∑

spins

|ūfui|2 =
1

2
tr
(

(pµ
fγµ +m)(pν

i γν +m)
)

. (3.133)E�etuer le alul de trae. En déduire la setion e�ae de di�usion par un hamp entral U(~x) = −e/(4π|~x|)et véri�er qu'on retrouve bien la setion e�ae de Rutherford à la limite non relativiste, omme pourl'équation de Klein�Gordon dans un potentiel salaire (voir exerie 2.7.8).4. Montrer que la probabilité de réation de paires par le hamp salaire U(x) s'érit sous la forme
P =

∫

d4q

(2π)4
Ũ(q)Ũ∗(q)J(q) (3.134)où

J(q) =

∫

d3~p1

(2π)32E1

d3~p2

(2π)32E2
(2π)4δ4(q − p1 − p2)

∑

spins

|ū1v2|2. (3.135)E�etuer la somme sur les spins, le alul de trae, et véri�er que
J(q) = 2(q2 − 4m2)I(q) (3.136)où I(q) est dé�ni par l'équation (2.94).3.6.11 Puits de potentiel in�ni ; modèle du saNous allons étudier quelques solutions exates simples de l'équation de Dira dans un potentiel salaire(3.132).1. Marhe de potentiel : onditions aux limitesOn onsidère d'abord le as où U(~x) est une �marhe� de potentiel : U(~x) = 0 pour x < 0 et U(~x) = U0 > 0pour x > 0. On s'intéresse aux états stationnaires d'énergie E de ette équation.a) Montrer que pour x > 0, les solutions sont des ombinaisons linéaires d'ondes planes de la forme
ψ(t, ~x) = ei(~p·~x−Et)u (3.137)où u est un spineur à quatre omposantes, indépendant de ~x et t, et où E et ~p = (px, py, pz) sont reliés par

E2 = ~p2 + (m+ U0)
2.b) On �xe E, py et pz et on fait varier U0. Montrer que lorsque U0 est su�samment grand, la fontion d'ondedéroît exponentiellement en x. Montrer que dans la limite où U0 devient in�ni, on a ψ(t, ~x) = 0 pour x > 0,et que l'équation de Dira impose en x = 0− la ondition

(

iγ1 + 1
)

ψ(t, ~x) = 0. (3.138)



3.6. EXERCICES ET PROBLÈMES 55La fontion d'onde est don en général disontinue en x = 0, alors qu'elle est ontinue dans le as de l'équationde Shrödinger. D'où vient ette di�érene ?2. Modèle du saLe modèle du sa est un modèle simple de struture des hadrons (partiules subissant l'interation forte)tels que le proton ou le neutron, qui reproduit approximativement ertaines de leur propriétés, en partiulierleur spetre de masse. Dans e modèle, un proton est dérit omme un assemblage de trois quarks (partiulesde Dira) plaés dans un potentiel salaire U(~x). Ce potentiel est nul à l'intérieur d'un domaine D, dit sa,et in�ni à l'extérieur de D.Par analogie ave l'équation (3.138), on suppose que le potentiel impose en tout point de la surfae dusa la ondition
(i~n · ~γ + 1)ψ(t, ~x) = 0, (3.139)où ~n désigne le veteur unitaire normal à la surfae au point onsidéré, orientée vers l'extérieur, et ~γ =

(γ1, γ2, γ3).a) Montrer que ψ̄ψ = 0 et ψ̄~n · ~γψ = 0 en tout point de la surfae du sa.b) Déduire de ette dernière propriété que la harge életrique ontenue dans D est onservée au ours dutemps.) Montrer que le ourant axial
j5µ = ψ̄γµγ

5ψ (3.140)est onservé à l'intérieur du sa si m = 0. La harge axiale orrespondante est-elle en général onservée ?3. Puits retangulaire in�ni : alul des niveaux d'énergieNous allons aluler expliitement les niveaux d'énergie dans le as partiulier où le sa D est le puitsretangulaire ompris entre les absisses x = 0 et x = a > 0. On herhe la solution dans l'intervalle 0 ≤ x ≤ asous la forme d'une superposition linéaire de deux ondes planes (ondes �inidente� et �ré�éhie�) :
ψ(t, ~x) =

(

u+e
ipxx + u−e

−ipxx
)

ei(pyy+pzz−Et) (3.141)a) Montrer qu'on peut toujours déomposer ψi sous la forme
ψi = ψ+ + ψ−, (3.142)où ψ+ et ψ− sont états propres de iγ1 ave les valeurs propres respetives +1 et −1.b) Erire les onditions aux limites imposées par l'équation (3.139) en x = 0 et x = a, et montrer qu'elleséquivalent à

ψr = −e−2ipaψ+ − ψ−. (3.143)) On dé�nit l'opérateur O, agissant sur ψi et ψr, par
O =

−1

p

(

γ0∂0 + γ2∂2 + γ3∂3

)

. (3.144)Déduire alors de l'équation de Dira que
Oψi =

(

im

p
+ iγ1

)

ψi

Oψr =

(

im

p
− iγ1

)

ψr. (3.145)d) Soit u un état propre de iγ1 ave la valeur propre +1 (resp. −1). Montrer que Ou est alors état proprede iγ1 ave la valeur propre −1 (resp. +1). Déduire alors de la question préédente que
Oψ+ =

(

im

p
− 1

)

ψ−

Oψ− =
(

im
p + 1

)

ψ+. (3.146)e) En utilisant le résultat de la question b, et l'équation de Dira pour ψr donnée à la question , en déduirela ondition de quanti�ation
tan(pa) = − p

m
(3.147)Qu'obtient-on dans les limites non relativiste et ultrarelativiste ?
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Chapitre 4PhotonsLe photon est la seule partiule dont on ait déouvert la nature ondulatoire (par les équations de Maxwell)avant la nature orpusulaire (par la loi de quanti�ation de l'énergie de Plank en 1900, et surtout parl'interprétation de ette loi en termes de orpusules par Einstein en 1905). Dans e hapitre, nous allonsdon partir des équations d'onde, et en donner une interprétation en termes de fontions d'onde.Les équations de Maxwell en jauge de Lorenz,
�Aµ = jµ (4.1)ressemblent à l'équation de Klein�Gordon, ave quelques partiularités que nous allons étudier en détail danse hapitre :� m = 0 : le photon est de masse nulle.� La fontion d'onde a quatre omposantes et se transforme omme un veteur : le photon est de spin 1.� Aµ(x) est réel : le photon est sa propre antipartiule.� En�n, le terme d'interation est très di�érent de elui qui apparaît dans l'équation de Klein�Gordon(2.48). Comme Aµ n'apparaît pas dans le seond membre, le ourant su�t à réer un hamp même s'iln'y en a pas au départ : on appelle une telle interation une soure de hamp (voir exerie 2.7.9). Iln'y a don pas de ourant de probabilité onservé, omme pour l'équation de Klein�Gordon en hampextérieur. Dans le point de vue quantique, ei se traduit par le fait que le nombre de photons n'est pasonservé : ei onstitue en prinipe une limite à notre approhe de méanique quantique relativiste,où nous avons jusqu'ii onsidéré une et une seule partiule.� D'un point de vue plus tehnique, le fait que Aµ n'apparaisse pas dans le seond membre de l'équationde Maxwell permet de la résoudre exatement. Par onséquent, nous n'aurons pas besoin de reourir àla théorie des perturbations dans e hapitre.4.1 Photon libreNous allons tout d'abord montrer qu'en l'absene de ourant, le potentiel veteur Aµ(x) d'une ondeéletromagnétique de pulsation ω et d'énergie ~ω peut être interprété omme la fontion d'onde d'unepartiule de masse nulle et de spin 1, le photon.4.1.1 Onde plane monohromatiquePar rapport à l'équation de Klein�Gordon, la di�ulté essentielle vient (omme pour l'équation de Dira)du spin, 'est à dire ii du veteur de polarisation, et également des questions liées à l'invariane de jauge.Comme les proessus élémentaires sont d'ordinaire alulés ave des ondes planes monohromatiques dansl'état initial et dans l'état �nal, il n'est pas inutile de ommener par quelques rappels sur es dernières.Nousérivons une onde plane monohromatique sous la forme

Aµ(x) = ǫµe−ikν xν , (4.2)où ǫµ est un quadriveteur onstant dont les omposantes peuvent être omplexes, et kµ un quadriveteuronstant réel. Notons qu'un hamp Aµ(x) physique doit être réel : il faut alors superposer à la solutionpréédente une solution d'énergie k0 opposée, et on n'a plus une onde plane monohromatique.Pour l'onde plane monohromatique, la transformation de jauge la plus générale est de la forme A′µ(x) =
Aµ(x) + ∂µΛ(x), ave

Λ(x) = λe−ikν xν . (4.3)57



58 CHAPITRE 4. PHOTONSE�etuer ette transformation de jauge revient à remplaer dans (4.2) ǫµ par ǫµ − iλkµ, et ette transfor-mation ne hange pas les quantités physiques : en e�et, on véri�e immédiatement que le tenseur de hampéletromagnétique,
Fµν = ∂µAν − ∂νAµ = −i(kµǫν − kνǫµ)e−ikρxρ , (4.4)est invariant dans ette transformation. Notons qu'une transformation de jauge ne modi�e que A0 et laomposante de ~A parallèle à ~k. Les omposantes de ~A perpendiulaires à ~k, elles, sont invariantes de jauge.Les équations de Maxwell dans le vide s'érivent

∂µF
µν = −kµ(kµǫν − kνǫµ)e−ikρxρ = 0 (4.5)d'où

(kµk
µ)ǫν − (kµǫ

µ)kν = 0. (4.6)Deux possibilités s'o�rent alors. Soit kµk
µ 6= 0, auquel as ǫν est proportionnel à kν d'après l'équation préé-dente. Mais alors, d'après la remarque i-dessus, Aµ peut être ramené à 0 par simple transformation de jauge,et un tel hamp n'a auun intérêt physique. On en déduit que kµk

µ = 0 est la seule possibilité intéressante,e qui orrespond à la relation de dispersion attendue |k0| = |~k| pour l'onde plane életromagnétique dansle vide. Mais on déduit alors des équations de Maxwell i-dessus que kµǫ
µ = 0 (sauf pour le as d'un hampuniforme et onstant kν = 0), e qui est la ondition dite de jauge de Lorenz (bien que nous n'ayons pas �xéla jauge).Retenons les deux onditions suivantes :

kµk
µ = 0

kµǫ
µ = 0 (4.7)et le fait que la transformation de jauge ǫµ → ǫµ + λkµ n'a auune inidene sur les quantités physiques.On hoisit traditionnellement de normaliser le veteur de polarisation suivant

ǫ∗µǫ
µ = −1. (4.8)On peut, en�n, e�etuer une transformation de jauge de telle sorte que ǫ0 = 0, auquel as on obtient laforme lassique

A0(t, ~x) = 0
~A(t, ~x) = ~ǫe−i(k0t−~k·~x) (4.9)ave k0 = ±|~k|, ~ǫ · ~k = 0 et |~ǫ| = 1, qui véri�e la ondition de jauge de Coulomb ~∇ · ~A(t, ~x) = 0.4.1.2 Calul semi-lassique du nombre de photonsNous savons qu'en életrodynamique lassique, l'énergie ontenue dans le hamp életromagnétique vaut

E =
1

2

∫

d3~x( ~E2 + ~B2) =
1

2

∫

d3~x





(

−~∇A0 − ∂ ~A

∂t

)2

+
(

~∇× ~A
)2



 . (4.10)Ainsi, pour une onde plane de la forme
A0 = 0
~A = λ~ǫ

(

ei(~k·~x−kt) + e−i(~k·~x−kt)
)

= 2λ~ǫ cos(~k · ~x− kt) (4.11)(n'oublions pas que le hamp Aµ doit être réel) ave ~ǫ réel (le alul peut se faire également pour ~ǫ omplexe),perpendiulaire à ~k, de norme 1, on trouve
E = 2λ2k2V. (4.12)Suivant Plank, les valeurs de l'énergie sont quanti�ées en multiples de ~k, énergie d'un photon. Le nombrede photons dans l'exemple préédent est alors
N =

2λ2kV

~
. (4.13)Contrairement à l'énergie, le nombre de photons est une quantité essentiellement quantique.S'il y a un seul photon, on trouve dans un système d'unités où ~ = 1 la normalisation λ = 1/

√
2kV , 'està dire la même que pour l'onde plane de Klein�Gordon ou de Dira. Cei suggère que le hamp Aµ(x) estl'analogue, pour le photon, de la fontion d'onde de Klein�Gordon φ(x) pour une partiule salaire.



4.1. PHOTON LIBRE 594.1.3 Interprétation probabilisteNous allons maintenant aluler le nombre de photons d'une autre façon, qui nous permettra de faire lelien ave l'équation de Klein�Gordon.Erivons une onde plane monohromatiqueAµ
f (x) dans la jauge de Coulomb, que nous normalisons ommel'onde plane de Klein�Gordon,

A0
f (t, ~x) = 0

~Af (t, ~x) =
1√
2kV

~ǫ e−i(kt−~k·~x) (4.14)ave k = |~k|, |~ǫ| = 1, ~ǫ · ~k = 0 où ǫµ véri�e la ondition de normalisation (4.8), et alulons le reouvrementde ette onde ave le hamp Aµ(x) en utilisant une formule analogue à elle de Klein�Gordon (2.20) :
〈Af |A〉 = i

∫

d3~x

(

~A∗
f · ∂

~A

∂t
−
∂ ~A∗

f

∂t
· ~A
)

. (4.15)Nous avons hoisi la jauge de Coulomb pour Aµ
f , mais le reouvrement ainsi dé�ni est indépendant de la jaugehoisie pour Aµ. E�etuons, en e�et, la transformation Aµ → Aµ + ∂µΛ, ave Λ(x) une fontion arbitraire.Alors ~A→ ~A− ~∇Λ, et la variation du reouvrement est

δ 〈Af |A〉 = i

∫

d3~x

(

− ~A∗
f · ~∇∂Λ

∂t
+
∂ ~A∗

f

∂t
· ~∇Λ

)

= i

∫

d3~x

(

(~∇ · ~A∗
f )
∂Λ

∂t
−
∂(~∇ · ~A∗

f )

∂t
Λ

)

= 0 (4.16)où nous avons intégré par parties, supposé que ~A s'annule à l'in�ni, et utilisé le fait que Af véri�e la onditionde jauge de Coulomb ~∇ · ~Af = 0.Si on prend pour Aµ l'onde plane (4.11), seul le premier terme (énergie positive) ontribue au reouvre-ment et on trouve
〈Af |A〉 = λ

√
2kV . (4.17)Le arré de ette quantité orrespond au nombre de photons (4.13) dans un système d'unités où ~ = 1.Cei suggère que l'on interprète l'intégrale (4.15) omme l'amplitude de probabilité de trouver un photond'impulsion ~k et de polarisation ~ǫ dans le hamp Aµ(x). Le hamp Aµ(x) est don bien ii l'analogue de lafontion d'onde de Klein�Gordon φ(x) pour une partiule salaire.Notons que pour aluler le nombre de photons d'impulsion ~k, nous avons utilisé le reouvrement aveune onde plane monohromatique, qui ne orrespond pas à un hamp physique, puisqu'elle est omplexealors que Aµ doit être réel.4.1.4 Spin du photonComme dans les hapitres préédents, l'opérateur de spin est dé�ni à partir de la transformation dansune rotation in�nitésimale. Nous savons que ~A(t, ~x) se transforme par rotation omme un veteur, 'est àdire omme le veteur de oordonnées ~x. Pour une rotation in�nitésimale d'angle θ ≪ 1 et d'axe j, ettetransformation est donnée par l'équation (2.7)

A′
k(~x′) −Ak(~x) = θǫkjlAl. (4.18)L'opérateur de spin Sj est dé�ni par l'équation (3.61), où nous remplaçons ψ par ~A :

~A′(~x′) − ~A(~x) = −iθSj
~A(~x). (4.19)Des deux équations préédentes, on déduit les éléments de matrie de Sj :

(Sj)kl = iǫkjl. (4.20)Expliitement, les matries s'érivent
S1 =





0 0 0
0 0 −i
0 i 0



 S2 =





0 0 i
0 0 0
−i 0 0



 S3 =





0 −i 0
i 0 0
0 0 0



 . (4.21)



60 CHAPITRE 4. PHOTONSOn véri�e que ~S2 = s(s+ 1) = 2 d'où s = 1 : le photon est de spin 1.Comme pour l'équation de Dira, on peut montrer que l'héliité, 'est à dire la projetion du spin sur ladiretion du mouvement, est un bon nombre quantique. Pour une onde allant dans la diretion z, l'héliité estsimplement S3. Les deux veteurs propres de S3 assoiés aux valeurs propres ±1 sont ~ǫ± = (1/
√

2,±i/
√

2, 0),tandis que le veteur propre assoié à la valeur propre 0 est (0, 0, 1). Or, les seules valeurs physiques de
~ǫ sont perpendiulaires à la diretion du mouvement, e qui exlut la valeur 0 : omme on sait, l'ondeéletromagnétique n'a que deux états indépendants de polarisation. Ils orrespondent aux valeurs de l'héliité
±1. La valeur 0, qu'on s'attendrait à trouver, est éliminée par l'invariane de jauge. C'est une propriétégénérale des partiules de masse nulle, quel que soit leur spin, de n'avoir que deux états de polarisation.Notons en passant que les matries de spin i-dessus sont imaginaires pures. Par onséquent, si ~ǫ estveteur propre de Sz ave la valeur propre λ, ~ǫ∗ est veteur propre ave la valeur propre opposée.4.2 Création et destrution de photonsNous allons maintenant onsidérer l'interation du hamp életromagnétique ave un ourant donné jµ(x),dont on supposera qu'il s'annule pour t → ±∞. Le hamp életromagnétique en présene de e ourant estdonné par les équations de Maxwell

∂νF
νµ(x) = �Aµ(x) − ∂µ(∂νA

ν(x)) = jµ(x). (4.22)Ainsi que nous l'avons noté dans l'introdution, le nombre de photons n'est pas onservé par ette interation :il y a rayonnement . Il est don naturel de s'intéresser au proessus de réation d'un photon.4.2.1 Amplitude de transitionOn suppose qu'il n'y a pas de photon présent pour t → −∞, soit Aµ(x) = 0, et on va aluler laprobabilité d'avoir un photon d'impulsion ~k et de polarisation ~ǫ ⊥ ~k pour t → ∞. Pour ela, nous allonsaluler l'amplitude de transition en proédant omme dans la setion 2.4.2.L'amplitude de transition est donnée par (4.15), où l'on fait tendre t vers +∞, et les hamps Aµ et Aµ
fsont solutions de

� ~A+ ~∇(∂νA
ν) = ~j

� ~Af = 0. (4.23)Nous avons utilisé, pour la deuxième équation, le fait que l'onde plane dans le vide véri�e automatiquementla ondition de jauge de Lorenz
∂µA

µ
f = 0. (4.24)Comme pour l'équation de Klein�Gordon, nous dé�nissons maintenant le ourant de transition

Jµ = i
(

~A∗
f · ∂µ ~A− (∂µ ~A∗

f ) · ~A
)

. (4.25)L'amplitude de transition est la harge assoiée à e ourant pour t→ +∞. Des équations (4.23), on déduit
∂µJ

µ = i ~A∗
f ·~j − i ~A∗

f · ~∇(∂νA
ν). (4.26)L'amplitude de transition s'obtient au moyen de l'équation (1.31) où l'on fait tendre t1 vers −∞ et t2vers +∞. Par rapport à l'équation de Klein�Gordon, il y a un terme supplémentaire, mais qui donne uneontribution nulle :

∫

d3~x ~A∗
f · ~∇(∂νA

ν) = −
∫

d3~x (~∇ · ~A∗
f )(∂νA

ν) = 0 (4.27)où nous avons intégré par parties, utilisé le fait que Aν s'annule pour |~x| → ∞ puis la ondition de jauge deCoulomb ~∇ · ~Af = 0.On obtient �nalement l'amplitude de transition sous la forme
Afi = i

∫

d4x ~A∗
f ·~j. (4.28)C'est une formule de rédution analogue à elles obtenues dans les hapitres préédents pour l'amplitudede di�usion d'une partiule en présene d'une perturbation, Eqs. (2.54) et (3.87), à ei près qu'il s'agitd'un proessus de réation, et qu'il n'y a don pas de fontion d'onde assoiée à l'état initial. De même que



4.2. CRÉATION ET DESTRUCTION DE PHOTONS 61dans les hapitres préédents, nous obtenons diretement l'amplitude de transition, sans avoir eu à résoudrel'équation d'onde en présene de la perturbation (ii, les équations de Maxwell en présene du ourant jµ(x)).En utilisant le fait que A0
f = 0, on peut également érire l'amplitude de réation (4.28) sous la forme

Afi = −i
∫

d4xAµ∗
f jµ, (4.29)dont on notera la similitude formelle ave l'équation (2.56) donnant l'amplitude de di�usion d'une partiulehargée (de spin 0 ou 1/2) par un hamp életromagnétique extérieur. Cette similitude formelle se omprenddans le adre de la formulation lagrangienne de l'életrodynamique, qui sera étudiée plus tard : dans etteformulation, 'est le même terme d'interation qui produit l'aélération d'une harge par un hamp életro-magnétique, et le rayonnement de hamp életromagnétique par une harge en mouvement. De là déoule lasymétrie entre les expressions des amplitudes de transition.Bien que nous ayons e�etué le alul dans la jauge de Coulomb pour Aµ

f , le résultat sous la forme(4.29) est invariant dans la transformation de jauge Aµ
f → Aµ

f + ∂µΛ si le ourant jµ véri�e l'équation deonservation ∂µj
µ = 0, en raisonnant omme dans la setion 2.4.4.En remplaçant Aµ∗

f par son expression (4.14), on voit apparaître la transformée de Fourier du ourant
jµ, évaluée en k0 = |~k| :

Afi = − i√
2kV

ǫµ∗j̃µ(k,~k). (4.30)Soulignons qu'il s'agit ii d'une expression exate, et non d'un alul de perturbation. Ce proessus sereprésente par le diagramme de Feynman de la �gure 4.1.
k, ε

Fig. 4.1 � Diagramme de Feynman du rayonnement d'un photon. On a représenté ii le ourant extérieurpar une ligne pleine.Nous en déduisons une nouvelle règle de Feynman : à un photon sortant est assoié un fateur ǫµ∗.Notons omment se manifeste l'invariane de jauge de l'amplitude sous la forme (4.30). Nous avons vu dansla setion 4.1.1 qu'e�etuer une transformation de jauge revient à hanger ǫµ en ǫµ + λkµ. On ajoute donà l'amplitude (4.30) un terme proportionnel à kµj̃µ(k). Or l'équation de onservation du ourant, ∂µj
µ = 0,s'érit en transformée de Fourier, en utilisant l'équation (2.63) :

kµj̃µ(k) = 0. (4.31)Retenons qu'une amplitude est invariante de jauge si et seulement si on obtient 0 en remplaçant le veteurde polarisation ǫµ par kµ. Ce résultat est général, et d'une importane apitale dans les théories de jauge.4.2.2 Nombre de photons rayonnésLe nombre moyen de photons rayonnés s'obtient en sommant les probabilités sur tous les états de photonpossible (en suivant le même raisonnement que pour la réation de paires, Se.2.6.2) :
N =

∫

V d3~k

(2π)3

∑

polarisations

|Afi|2

=

∫

d3~k

(2π)32k

∑

polarisations

|ǫ∗µj̃µ(k,~k)|2. (4.32)Une fois de plus, on voit apparaître l'élément invariant d'espae des phases, et les fateurs de volume dispa-raissent. Il s'agit d'un nombre moyen : le alul de la probabilité de rayonner un nombre n de photons estl'objet de l'exerie 4.5.5.



62 CHAPITRE 4. PHOTONSReste à e�etuer la somme sur les polarisations. Plaçons-nous dans la jauge de Coulomb où ǫ0 = 0 et
~ǫ · ~k = 0 (voir setion 4.1.1), et hoisissons un axe de oordonnées, par exemple z, suivant ~k. Dans e as,une base orthonormée des états de polarisation est donnée par les deux autres veteurs de base ~ex et ~ey, et

∑

polarisations

|ǫ∗µj̃µ(k,~k)|2 = |j̃1(k,~k)|2 + |j̃2(k,~k)|2. (4.33)Mais par ailleurs, la onservation du ourant (4.31) s'érit dans e repère j̃0(k,~k) = j̃3(k,~k), don on peutaussi érire
∑

polarisations

|ǫ∗µj̃µ(k,~k)|2 = −|j̃0(k,~k)|2 + |j̃1(k,~k)|2 + |j̃2(k,~k)|2 + |j̃3(k,~k)|2

= −j̃∗µ(k,~k)j̃µ(k,~k), (4.34)e qui donne une expression expliitement ovariante du nombre de photons rayonnés.On peut généraliser l'équation (4.33) à un système de oordonnées quelonque. Pour ela, nous érivons
∑

polarisations

|ǫ∗µj̃µ(k,~k)|2 =





∑

polarisations

ǫµǫ
∗
ν



 j̃µ∗(k,~k)j̃ν(k,~k) (4.35)Dans la jauge de Coulomb où ǫ0 = 0, seules restent les omposantes spatiales. Or ǫiǫ∗j représente la matriedu projeteur sur la diretion de ~ǫ, puisque ~ǫ est un veteur unitaire : omme pour l'équation de Dira dansla setion 3.4.2, la somme sur les polarisations fait apparaître le projeteur sur l'état de polarisation. Ensommant sur les deux veteurs ~ǫ perpendiulaires à ~k, on obtient don le projeteur sur le plan orthogonalà ~k, dont la matrie s'érit
∑

polarisations

ǫiǫ
∗
j = δij −

kikj

~k2
. (4.36)L'équation (4.34) montre qu'on peut également érire, dans l'équation (4.35)

∑

polarisations

ǫµǫ
∗
ν = −gµν , (4.37)qui donne le même résultat ompte tenu de la onservation du ourant. Rérivons l'expression obtenue dunombre total de photons rayonnés :

N = −
∫

d3~k

(2π)32k
j̃∗µ(k,~k)j̃µ(k,~k). (4.38)Dans les deux setions suivantes, nous allons aluler expliitement le nombre de photons rayonnés parune partiule hargée en mouvement dans deux as partiuliers importants : tout d'abord pour un mouvementd'osillation sinusoïdal (Se. 4.3), puis pour un hangement brutal de diretion lors d'un ho (Se. 4.4). Untroisième as important, le rayonnement synhrotron émis par une partiule hargée en mouvement irulaire,est traité dans l'exerie 4.5.6. Ces trois exemples sont fréquemment traités dans les ours d'életrodynamiquelassique : on alule alors l'énergie rayonnée, qui est simplement reliée au nombre de photons. En omparantle alul lassique au alul quantique, on sera surpris de onstater que e dernier est beauoup plus simple.En e�et, ontrairement au alul lassique, nous n'avons pas eu besoin de résoudre les équations de Maxwellpour aluler le nombre de photons rayonnés. L'équivalene entre les deux approhes, lassique et quantique,est l'objet de l'exerie 5.6.6 dans le hapitre suivant.4.2.3 Destrution d'un photon ; états d'énergie négativeNous admettrons que l'amplitude de probabilité de destrution d'un photon de fontion d'onde Aµ

i (x)par le hamp életromagnétique est donnée par une équation analogue à (4.29), en remplaçant Aµ∗
f (x) par

Aµ
i (x) : la onjugaison omplexe s'applique à l'état �nal, et non à l'état initial, omme dans les hapitrespréédents. On obtient

Afi = −i
∫

d4xAµ
i jµ = − i√

2kV
ǫµj̃µ(−k,−~k). (4.39)Retenons, ar 'est un résultat général, qu'à un photon entrant est assoié un fateur ǫµ dans l'amplitudede transition.



4.3. RAYONNEMENT DIPOLAIRE 63L'interprétation des états d'énergie négative se fait omme dans les hapitres préédents : une partiuled'énergie négative dans l'état initial orrespond à une partiule d'énergie, d'impulsion et de spins opposésdans l'état �nal. Par onséquent, l'amplitude de réation d'un �antiphoton� de polarisation ǫµ, d'impulsion
~k est d'énergie k, s'obtient en remplaçant k et ~k par leurs opposés, et ǫµ par ǫµ∗ (qui orrespond à un spinopposé omme on l'a vu) dans l'équation (4.39) :

Afi = − i√
2kV

ǫµ∗j̃µ(k,~k). (4.40)Cette amplitude est rigoureusement identique à l'émission d'un photon, Eq. (4.30). Les probabilités d'émettreou d'absorber sont les mêmes pour le photon et son antipartiule, 'est à dire qu'il n'y a pas lieu de lesdistinguer : le photon est sa propre antipartiule. Nous verrons plus lairement dans le ours de théoriequantique des hamps que 'est une onséquene du fait que le hamp Aµ(x) est réel : de même, une fontiond'onde de Klein-Gordon φ(x) réelle orrespond à une partiule de spin nul qui est sa propre antipartiule,telle que le pion neutre π0.4.3 Rayonnement dipolaireOn sait d'après l'életrodynamique lassique qu'une harge osillant à la pulsation ω émet un rayonnementde même pulsation. En partiulier, si la harge osille sous l'in�uene d'une onde életromagnétique inidente,ette dernière sera di�usée dans toutes les diretions : 'est l'e�et Thomson, dont nous allons aluler lasetion e�ae par un alul quantique.4.3.1 Calul du ourantPour une partiule de harge e en mouvement sur une trajetoire Xµ(T ), où T est un paramètre quel-onque, le ourant est donné par l'équation
jµ(x) = e

∫

dT
dXµ

dT
δ4(x −X(T )) (4.41)et sa transformée de Fourier par (2.62), soit

j̃µ(k) =

∫

d4x eikνxν

jµ(x)

= e

∫ +∞

−∞

dT
dXµ

dT
eikνXν(T ). (4.42)Pour une partiule osillant à la pulsation ω, nous érivons

~X(t) = ~a cosωt =
~a

2
(eiωt + e−iωt) (4.43)où ~a est l'amplitude du mouvement, indépendante de t. On supposera que ette amplitude est su�sammentfaible pour que le mouvement soit non relativiste, 'est à dire |~a|ω ≪ c. Cei revient à dire que |~a| est trèspetit devant la longueur d'onde du rayonnement émis. On pourra alors traiter ~k · ~X(t) omme un in�nimentpetit dans l'exponentielle de l'équation (4.42).Les omposantes spatiales de j̃µ(k) s'érivent

j̃i(k) = e

∫ +∞

−∞

dt
iωai

2
(eiωt − e−iωt) eik0t

=
ieωai

2

(

2πδ(k0 + ω) − 2πδ(k0 − ω)
)

. (4.44)Seul le seond terme, de fréquene positive, va ontribuer à l'émission de photons. Le alul de la omposantetemporelle j̃0(k), qui ne nous servira pas ii, est l'objet de l'exerie 4.5.2.4.3.2 Nombre de photonsLe nombre moyen de photons rayonnés est donné par l'équation (4.32). Comme dans la setion 2.5.2, noussommes amenés à aluler le arré de la distribution δ(k0 − ω), qui n'a pas de sens. La raison est similaire àelle invoquée alors : la harge osille indé�niment, et seul le nombre de photons rayonné par unité de temps



64 CHAPITRE 4. PHOTONSa un sens. En intégrant sur un temps �ni T , et en utilisant l'équation (2.72), nous remplaçons (2πδ(k0 − ω)
)2par T 2πδ(k0 −ω). Le nombre de photons rayonnés par unité de temps vaut alors, dans la jauge de Coulomboù ǫ0 = 0,

dN
dt

=

∫

k2dkdΩ~k

(2π)32k

∑

polarisations

δ(k − ω)
∣

∣

∣

eω

2
~ǫ · ~a

∣

∣

∣

2

, (4.45)où dΩ~k est l'angle solide de la diretion du photon émis. En intégrant sur k, on obtient �nalement
dN
dt dΩ~k

=
e2ω3

32π2

∑

polarisations

|~ǫ · ~a|2. (4.46)La somme sur les polarisations s'e�etue au moyen de l'équation (4.36), qui donne
dN
dt dΩ~k

=
e2ω3a2

32π2
sin2 θ (4.47)où θ est l'angle entre la diretion d'osillation ~a et la diretion d'émission ~k.L'énergie rayonnée par unité d'angle solide s'obtient en multipliant ette expression par ω, et on retrouvealors le résultat lassique : pour une amplitude a donnée, l'énergie rayonnée est proportionnelle à ω4. Cerésultat est notamment utilisé dans la di�usion Rayleigh.4.3.3 E�et ThomsonLe alul i-dessus va nous permettre de aluler la setion e�ae de l'e�et Compton à basse énergie.Lorsqu'un photon d'impulsion ~k′ et de polarisation ~ǫ′ renontre une partiule de harge e et de masse m,elle-i osille sous l'e�et du hamp életrique. Celui-i se déduit de (4.11) ave λ = 1/

√
2kV :

~E(t, ~x) = −∂
~A

∂t
= −

√

2k′

V
~ǫ′ sin(~k′ · ~x− k′t). (4.48)L'équation de mouvement de la partiule hargée est

m
d2 ~X

dt2
= e ~E(t, ~X(t)). (4.49)En négligeant, omme préédemment, l'amplitude du déplaement devant la longueur d'onde, on peut poser

E(t, ~X(t)) ≃ E(t,~0) si la partiule osille autour de l'origine, e qui donne pour solution de l'équationpréédente ~X(t) = ~a sin(k′t) ave
~a = − e

mk′2

√

2k′

V
~ǫ′. (4.50)On voit que l'amplitude du déplaement est de toute façon petite dans la limite V → ∞. En remplaçantdans l'équation (4.46), on obtient le nombre de photons rayonnés par unité de temps :

dN
dtdΩ~k

=
e4

16π2m2V
|~ǫ · ~ǫ′|2 . (4.51)En divisant par le �ux de photons inidents, qui vaut 1/V puisque la vitesse est 1 (voir setion 2.5.4), on endéduit la setion e�ae di�érentielle

dσ

dΩ~k

=
α2

m2
|~ǫ · ~ǫ′|2 . (4.52)En életrodynamique lassique, on obtient e résultat en divisant la puissane émise dans l'angle solide

dΩ~k par l'intensité du rayonnement inident. Ii, nous avons remplaé l'énergie par le nombre de photons aunumérateur et au dénominateur, e qui ne hange rien au résultat puisque haque photon (inident ou émis)a la même énergie ~ω.Le alul de la somme sur les polarisations est l'objet de l'exerie 4.5.1.4.4 BremsstrahlungNous allons maintenant aluler le rayonnement émis par une partiule hargée au ours d'un ho.Nous onsidérons pour ela le as partiulier où jµ(x) est le ourant réé par une partiule de harge e,en mouvement retiligne uniforme pour t < 0, brusquement déviée à t=0, et de nouveau en mouvementretiligne à une vitesse di�érente pour t > 0.



4.5. EXERCICES ET PROBLÈMES 654.4.1 Calul du ourantNous prenons omme paramètre de la trajetoire le temps propre τ , e qui nous permettra d'obtenir desexpressions ovariantes :
Xµ(τ) = uµ

i τ τ < 0
= uµ

f τ τ > 0 (4.53)où uµ = dXµ/dτ désigne la quadrivitesse. La transformée de Fourier du ourant est donnée par l'équation(4.42), où T remplaé par τ :̃
jµ(k) == euµ

i

∫ 0

−∞

dτ eikνuν
i τ + euµ

f

∫ +∞

0

dτ eikνuν
f τ . (4.54)Les intégrales osillent pour τ → ±∞. Mais on a supposé que ~j s'annule pour t→ ±∞, e qui nous autoriseà ajouter un fateur de onvergene −ε|τ | dans l'exponentielle, où ε est un réel positif qu'on fait tendre vers

0 à la �n du alul. On obtient alors par un alul élémentaire
j̃µ(k) = −ie

(

uµ
i

k · ui
−

uµ
f

k · uf

)

, (4.55)où nous avons noté k ·ui = kµu
µ
i . Dans le as plus réaliste où le hangement de diretion n'est pas instantanémais s'opère en un temps tcoll, le alul préédent est valable pour des temps grands devant tcoll, soit pour

k0 ≪ 1/tcoll.4.4.2 Catastrophe infrarougeLe nombre moyen de photons rayonnés par la partiule aélérée est donné par les équations (4.38) et(4.55). Du fait que le photon est de masse nulle, on peut érire kµ = |~k|k̂µ, où k̂µ = (1, ~k/|~k|) ne dépend quede la diretion de ~k. Les intégrales sur le module k et sur l'angle solide Ω~k de ~k se fatorisent alors :
N = −α

π

∫

dk

k

∫

dΩ~k

4π

(

ui

k̂ · ui

− uf

k̂ · uf

)2

. (4.56)ave α = e2/4π.L'intégrale sur k diverge pour k → 0 et pour k → ∞. La divergene pour k → ∞, dite ultraviolette,n'est pas gênante ar nous savons que notre alul ne se justi�e pour k ≪ 1/τ , où τ est la durée de laollision. En revanhe, la divergene pour k → 0, dite infrarouge, subsisterait dans un alul plus réaliste :le nombre de photons diverge logarithmiquement, e qu'on appelle atastrophe infrarouge. En revanhe,l'énergie rayonnée onverge en k = 0 : la divergene du nombre de photons vient de la possibilité d'émettredes photons d'énergie arbitrairement petite, e qui est dû au fait qu'il a une masse nulle.Le alul de l'intégrale angulaire est l'objet de l'exerie 4.5.7.4.5 Exeries et problèmes4.5.1 Setion e�ae de l'e�et ThomsonCaluler la setion e�ae non polarisée en sommant (4.52) sur ~ǫ′ (polarisation du photon sortant) et enmoyennant sur ~ǫ (polarisation du photon entrant). On pourra utiliser la formule (4.36). Montrer que
dσ

dΩ~k

=
α2

m2

1 + cos2 θ

2
, (4.57)où θ désigne l'angle entre ~k et ~k′, et en déduire par intégration la setion e�ae totale. Exprimer le résultatdans le système d'unités international, et véri�er que ~ n'intervient pas dans le résultat. Quel est l'ordre degrandeur de √

σ ?



66 CHAPITRE 4. PHOTONS4.5.2 Courant de la harge osillanteAu moyen des équations (4.42) et (4.43), aluler la omposante temporelle j̃0(k) du ourant. On déve-loppera l'exponentielle au premier ordre en ~a. Véri�er que
j̃0(k0, ~k) = 2πe δ(k0) − ie~k · ~a

2

(

2π δ(k0 + ω) + 2π δ(k0 − ω)
)

. (4.58)Véri�er que le ourant dé�ni par les équations (4.44) et (4.58) satisfait l'équation de onservation (4.31) aupremier ordre en ~a.4.5.3 Partiule de spin 1 massiveOn onsidère un hamp vetoriel Aµ dont l'équation du mouvement est
∂µF

µν +m2Aν = jν , (4.59)où Fµν = ∂µAν −∂νAµ, m est une onstante et jµ(x) un ourant extérieur donné. C'est l'équation de Proa(1936).1. Montrer que si le ourant jµ est onservé, alors ∂µA
µ = 0. Que devient alors l'équation (4.59) ?2. Quelles sont les solutions à ondes planes monohromatiques dans le vide ? Quelle est don l'interprétationphysique de ette équation d'onde ?4.5.4 Limite expérimentale sur la masse du photonNous allons maintenant montrer omment on peut véri�er expérimentalement la présene d'un terme demasse tel que elui de l'équation (4.59) au moyen de l'expériene de Cavendish.1. Comment est modi�ée l'équation de Gauss ~∇ · ~E = −ρ en présene du terme supplémentaire ?2. Déterminer la forme générale des solutions statiques de ette équation à symétrie sphérique A0(r) dansune région vide de harges. On pourra pour ela remarquer que

∆A0(r) =

[

1

r

d

dr
r

]2

A0(r).En déduire la forme du potentiel réé par une harge pontuelle.3. Nous allons maintenant voir omment on peut mettre en évidene ette modi�ation du potentiel oulom-bien au moyen d'une expériene d'életrostatique. Vous avez appris dans vos ours d'életromagnétisme quela loi de Gauss entraîne que le hamp életrique est nul à l'intérieur d'un onduteur fermé. Par onséquent,si une sphère parfaitement ondutrie de rayon a est hargée sous une tension V , le potentiel életrosta-tique est partout égal à V à l'intérieur de la sphère. Supposons maintenant que m est non nul mais petit.En intégrant l'équation de Gauss sur le volume ompris dans une sphère de rayon r < a, aluler le hampéletrique puis le potentiel à l'intérieur de la sphère, à l'ordre dominant en m.4. On plae à l'intérieur de la sphère préédente une sphère ondutrie de rayon b et de même entre,non hargée, et on mesure au moyen d'un galvanomètre la di�érene relative de potentiel ∆V/V entre lesdeux sphères. L'expériene (Williams, Faller et Hill, Physial Review Letters, vol.23, page 721, 1971) mesure
∆V/V < 4 · 10−16 pour a = 1, 5 m et b = 1 m. Caluler numériquement la borne supérieure sur la masse duphoton qui en résulte.4.5.5 Probabilité de réer n photonsNous avons alulé, dans la setion 4.2.2, le nombre moyen de photons rayonnés. Pour aluler la loi deprobabilité du nombre de photons, il faut une hypothèse supplémentaire qui sera justi�ée dans le hapitre7, lorsque nous aurons quanti�é le hamp. Cette hypothèse est simplement que les proessus d'émissionde photons dans des états quantiques di�érents (haque état étant aratérisé par son impulsion et sapolarisation) sont des événements indépendants au sens des probabilités. On en déduit que la loi de probabilitéest une loi de Poisson, omme nous allons le démontrer.Etant donné la loi de probabilité Pn d'une variable aléatoire entière n, on dé�nit la fontion génératrieassoiée par

g(x) =

+∞
∑

n=0

Pnx
n. (4.60)



4.5. EXERCICES ET PROBLÈMES 671. Connaissant la fontion g(x), omment aluler Pn ?2. Que valent g(1) et g′(1) ?3. Soit deux variables aléatoires indépendantes n1 et n2, dont les fontions généatries sont g1(x) et g2(x).Montrer que la fontion génératrie de la variable n1 + n2 est g1(x)g2(x).4. Caluler la fontion génératrie g(x) de la somme de N variables aléatoires indépendantes, où la variable
i vaut 1 ave la probabilité pi, et 0 ave la probabilité 1−pi. Véri�er que dans la limite où N → ∞, la valeurmoyenne n̄ =

∑N
i pi restant onstante,

g(x) = en̄(x−1). (4.61)5. Caluler la loi de probabilité Pn assoiée à ette fontion génératrie. Il s'agit de la loi de Poisson. Expliquerpourquoi la distribution du nombre de photons réés dans une région quelonque de l'espae des impulsionssuit bien une loi de Poisson.4.5.6 Rayonnement synhrotronSoit un életron en mouvement à la vitesse v sur une trajetoire irulaire de rayon R dans le plan (x, y) :
x(t) = R cos(vt/R)
y(t) = R sin(vt/R) (4.62)Nous allons aluler le rayonnement émis par et életron dans la limite ultrarelativiste où 1 − v ≪ 1.1. Soit un photon de pulsation ω, dont l'impulsion est dans le plan (y, z) et fait un angle ψ ave le plan

(x, y). Erire le quadriveteur d'énergie impulsion kµ, et traer l'allure en fontion du temps de la quantité
φ(t) = kµxµ(t).2. Caluler l'amplitude de probabilité pour l'életron de rayonner un photon d'impulsion kµ, pour deux étatsde polarisation linéaires qu'on hoisira respetivement suivant x (polarisation dite parallèle par référene aumouvement de l'életron) et dans le plan (y, z) (polarisation dite perpendiulaire). On utilisera les équations(4.30) et (4.42).3. On s'intéresse à la limite où la fréquene du rayonnement émis est grande devant la fréquene de rotationde l'életron, et où elui-i est ultrarelativiste, γ = 1/

√
1 − v2 ≫ 1. On étudie d'abord le as où ψ = 0.En utilisant les résultats préédents, expliquer pourquoi les ontributions dominantes à l'émission de photonviennent des régions où la vitesse de l'életron est presque olinéaire à elle du photon, et de même sens.4. On néglige les interférenes entre les ondes émises lors de deux tours suessifs. Caluler l'amplitude deprobabilité de rayonner un photon pendant un tour. On exprimera le résultat en faisant apparaître la fontionde Bessel modi�ée K2/3(ξ) dé�nie par

K2/3(ξ) =
√

3

∫ +∞

0

x sin

[

3

2
ξ

(

x+
1

3
x3

)]

dx. (4.63)5. Expliquer pourquoi l'amplitude déroît rapidement lorsque ω exède une valeur ωc dont on donnera l'ordrede grandeur.Appliation numérique : le synhrotron Soleil, qui sera mis en servie à Salay à partir de 2006, utilisera unfaiseau d'életrons de 2.75 GeV dé�éhis par un hamp magnétique de 1.71 T. Caluler l'ordre de grandeurde la longueur d'onde des photons produits et de leur énergie en életron-Volt. A quoi peuvent servir de telsphotons ?6. Caluler l'énergie moyenne rayonnée à haque tour par unité de ω et d'angle solide (toujours en ψ = 0).On exprimera le résultat dans le système d'unités international et on véri�era qu'il est indépendant de ~.Comment interpréter ei ?7. Reprendre le alul de l'amplitude de probabilité pour ψ non nul mais ψ ≪ 1. On se limitera pour simpli�erà une polarisation parallèle. Expliquer pourquoi l'amplitude de probabilité déroît rapidement au-delà d'uneertaine valeur de ψ dont on disutera l'ordre de grandeur suivant que ω ≃ ωc ou ω ≪ ωc.



68 CHAPITRE 4. PHOTONS4.5.7 Bremsstrahlung : alul du nombre de photons1. Limite non relativiste : Caluler le ourant (4.55) au premier ordre en ~vi et ~vf , vitesses initiale et�nale de la partiule hargée. Véri�er que
−j̃∗µ(k)j̃µ(k) =

e2

|~k|2
∣

∣

∣
k̂ × (~vi − ~vf )

∣

∣

∣

2

. (4.64)En déduire que le nombre de photons rayonnés vaut
N =

α

π
ln

(

kmax

kmin

)

2

3
|~vi − ~vf |2. (4.65)2. Limite ultrarelativiste : Développer l'expression générale (4.56) du nombre de photons rayonnés.Véri�er que

∫

dΩ~k

4π

1
(

k̂ · ui

)2 = 1. (4.66)Nous allons maintenant aluler le double produit dans la limite où |~vi| et |~vf | sont très prohes de 1, maisoù ~vi et ~vf ne sont pas trop prohes l'un de l'autre. Pour ela, on remarquera que la ontribution prinipaleà l'intégrale angulaire vient des valeurs de k̂ prohes de ~vi ou ~vf , et on séparera le domaine d'intégration endeux �nes d'ouverture très petite, entrés respetivement autour de ~vi et ~vf . Montrer que
∫

dΩ~k

4π

ui · uf

(k̂ · ui)(k̂ · uf )
= −1

2
(ln(1 − |~vi|) + ln(1 − |~vf |)) + C (4.67)où C désigne une onstante d'ordre 1, petite devant les deux premiers termes, qu'on ne herhera pas àexpliiter, et qu'on négligera par la suite. Véri�er par ailleurs que sous les mêmes approximations,

ln

(

− q2

m2

)

≃ −1

2
(ln(1 − |~vi|) + ln(1 − |~vf |)) (4.68)où q = pf − pi est le quadriveteur de transfert d'impulsion au ours du ho. On en déduit le nombre dephotons dans la limite ultrarelativiste :

N =
α

π
ln

(

kmax

kmin

)

2 ln

(

− q2

m2

)

. (4.69)



Chapitre 5PropagateursLes propagateurs sont des fontions (plus préisément, des distributions) qui permettent de résoudre uneéquation d'onde en présene d'une interation. On les utilise en életrodynamique lassique pour alulerle hamp réé par un ourant. Dans le adre de l'équation de Klein�Gordon ou de l'équation de Dira enprésene d'un hamp életromagnétique, les propagateurs nous permettront d'aller au-delà du premier ordredans les aluls de perturbation. Ils jouent un r�le fondamental en théorie quantique des hamps.5.1 Propagation de l'onde életromagnétiqueNous ommençons par un exemple simple de propagateur, dans le adre de l'életrodynamique lassique.Il nous permettra d'introduire des onepts et des outils de alul qui seront utiles dans la suite de e hapitre.5.1.1 Position du problèmeNous allons herher à résoudre les équations de Maxwell dans la jauge de Lorenz :
�Aµ = jµ, (5.1)pour des soures extérieures jµ(x) données. Elles ont la forme d'équations d'onde ave seond membre. Onsait alors qu'il y a une in�nité de solutions, qu'on obtient à partir d'une solution partiulière en lui ajoutantune solution quelonque de l'équation sans seond membre �φ = 0. Une solution partiulière est fournie parla formule des potentiels retardés. Nous allons ii démontrer ette formule.Pour résoudre l'équation (5.1), il su�t de trouver une fontion G(x), dite propagateur ou fontion deGreen, solution de l'équation

�G(x) = δ4(x) (5.2)où δ4(x) = δ(t)δ3(~x) est la distribution de Dira à quatre dimensions. La fontion de Green orresponddon simplement à une onde réée par une soure loalisée à l'origine des oordonnées. La solution de etteéquation n'est pas non plus unique, pour la même raison que préédemment.Connaissant une solution G(x) de l'équation préédente, on obtient une solution de (1.48) par onvolutionave le ourant jµ(x) :
Aµ(x) =

∫

d4x′G(x− x′) jµ(x′). (5.3)En e�et, on véri�e immédiatement
�xA

µ(x) =

∫

d4x′ �xG(x− x′) jµ(x′)

=

∫

d4x′ δ4(x− x′) jµ(x′)

= jµ(x). (5.4)Reste à déterminer G(x), que nous allons aluler expliitement. Pour ela, nous rérivons l'équation(5.2) en transformée de Fourier. La loi de orrespondane ∂µ → −ikµ (voir Eq. (2.63)) donne
−kµkµ G̃(k) = (−ω2 + ~k2) G̃(ω,~k) = 1. (5.5)De même que G(x), sa transformée de Fourier G̃(k) n'est pas unique. Plus préisément, G̃(k) n'est pasdéterminée par l'équation (5.5) aux points où ω2 − ~k2 = 0, 'est à dire les valeurs de kµ orrespondant auxondes libres. Deux fontions de Green ne peuvent di�érer que sur le �ne de lumière ω2 − ~k2 = 0.69



70 CHAPITRE 5. PROPAGATEURS5.1.2 Choix du propagateurNous allons aluler la fontion de Green retardée, dé�nie par la ondition G(t, ~x) = 0 si t < 0, quelque soit ~x. Ave ette onvention, le hamp Aµ(x) dé�ni par l'équation (5.3) est nul tant qu'on n'a pasde ourant : il orrespond bien au hamp réé par le ourant. C'est la raison pour laquelle on utilise lepropagateur retardé dans la plupart des aluls d'életrodynamique lassique.En théorie quantique des hamps, ependant, on verra que le propagateur utile sera d'un autre type,dit propagateur de Feynman. La di�érene vient des états d'énergie négative, dont nous n'avons obtenu uneinterprétation physique satisfaisante qu'en éhangeant état initial et état �nal, 'est à dire en faisant pourainsi dire mahine arrière dans le temps. Le �bon� propagateur en méanique quantique relativiste sera donretardé pour les états d'énergie positive, mais avané pour les états d'énergie négative. Heureusement, pourles aluls de perturbation aux ordres les plus bas, le hoix du propagateur n'a auune importane, ommeon le verra dans l'exerie 5.6.8 Nous remettons don l'étude du propagateur de Feynman à un hapitreultérieur.Mais revenons au propagateur retardé. Comment se traduit la ondition { G(t, ~x) = 0 pour t < 0} sur latransformée de Fourier G̃(ω,~k) ? On a la propriété générale suivante :
f(t) = 0 pour t < 0 si f̃(ω) est analytique dans le demi-plan Im(ω) ≥ 0. (si f̃(ω) s'annule pour |ω| in�ni).Démonstration : f(t) =

∫ +∞

−∞ f̃(ω) e−iωt dω/2π. Pour t < 0 et Im(ω) > 0, ∣∣∣f̃(ω)e−iωt
∣

∣

∣ tend vers 0 pour |ω|grand. Par onséquent, l'intégrale sur un demi-erle de rayon su�samment grand (voir Figure 5.1) donneune ontribution négligeable. En l'additionnant à l'intégrale sur l'axe réel, on obtient un ontour d'intégrationfermé. Or, on sait que l'intégrale sur un ontour fermé est nulle si la fontion est analytique dans le ontour,'est à dire si elle n'a pas de pas de p�les à l'intérieur du ontour. Cei prouve le résultat annoné. Desillustrations simples en sont données dans les exeries 5.6.1 à 5.6.3.
Re ω

Im ω

xx
ω=−κ−ιε ω=κ−ιεFig. 5.1 � Pour t < 0, l'intégrale peut se aluler en refermant le ontour d'intégration par le haut. La �èheindique le sens du ontour d'intégration, ii positif.Dans le as qui nous intéresse, les p�les sont en ω = ±|~k|, soit juste à la limite du demi plan omplexe

Im(ω) ≥ 0. On lève l'ambiguïté en les déplaçant légèrement au-dessous de l'axe réel, en ω = ±|~k| − iǫ ave
ǫ > 0 arbitrairement petit. On obtient alors

G̃ret(ω,~k) =
−1

(ω + iǫ)2 − ~k2
. (5.6)Physiquement, ajouter −iǫ à ω revient à introduire un terme d'amortissement pour le hamp életromagné-tique (voir exerie 5.6.2).5.1.3 Calul du propagateur retardéIl faut aluler la transformée de Fourier inverse :

Gret(t, ~x) =

∫

d3 ~k

(2π)3
ei~k·~x

∫ +∞

−∞

dω

2π

−e−iωt

(ω + iǫ− |~k|)(ω + iǫ+ |~k|)
. (5.7)Pour t < 0, on a vu que l'intégrale est nulle. Pour t > 0, on peut la aluler en refermant le ontour à l'in�nipar le bas. La seule ontribution vient alors des p�les situés en ω = ±|~k| − iǫ, et se alule en utilisant lethéorème des résidus.



5.1. PROPAGATION DE L'ONDE ÉLECTROMAGNÉTIQUE 71
ωIm

Re ω
xx

ω=−κ−ιε ω=κ−ιε

Fig. 5.2 � Pour t > 0, l'intégrale peut se aluler en refermant le ontour d'intégration par le bas. La �èheindique le sens du ontour, ii négatif.Le théorème des résidus dit que
∮

C

dω
f(ω)

ω − ω0
= 2iπ f(ω0) (5.8)où C est un ontour fermé du plan omplexe entourant ω0 dans le sens positif, et f(ω) est une fontionanalytique dans C. Pour un ontour dans le sens négatif (omme dans (5.7)) le résultat a le signe opposé.L'appliation de (5.8) à l'intégrale (5.7) donne

∫ +∞

−∞

dω

2π

−e−iωt

(ω + iǫ− |~k|)(ω + iǫ+ |~k|)
= i

(

e−i|~k|t

2|~k|
+
ei|~k|t

−2|~k|

) (5.9)D'où
G(t, ~x) = −i

∫

d3 ~k

(2π)3
ei~k·~x e

i|~k|t − e−i|~k|t

2|~k|
. (5.10)On alule les intégrales qui restent en hoisissant des oordonnées sphériques d'axe ~x. L'élément d'intégrations'érit d3 ~k = k2 dk d cos θ dφ.

G(t, ~x) = − i

2(2π)2

∫ ∞

0

k dk(eikt − e−ikt)

∫ 1

−1

d cos θ eik|~x| cos θ

= − i

2(2π)2

∫ ∞

0

k dk(eikt − e−ikt)
eik|~x| − e−ik|~x|

ik|~x|
= − 1

2(2π)2|~x|

∫ ∞

−∞

dk
(

eik(t+|~x|) − eik(t−|~x|)
)

= − 1

4π|~x| (δ(t+ |~x|) − δ(t− |~x|)) (5.11)Puisque t > 0, le premier terme s'annule. Il vient �nalement
Gret(t, ~x) =

δ(t− |~x|)
4π|~x| . (5.12)Le propagateur retardé n'est non nul que sur le �ne de lumière issu de l'origine : un observateur situé àune distane R de la soure ne verra elle-i qu'à l'instant préis t = R/c. Cette propriété porte le nom deondition de Huyghens . L'exerie 5.6.4 montre qu'elle n'est pas toujours vraie pour les équations d'ondedans des espaes de dimension di�érente.L'équation (5.2) dé�nissant G étant invariante par transformation de Lorentz, on peut donner une ex-pression ovariante de G en utilisant l'équation (2.81) :

Gret(t, ~x) =
θ(t)

2π
δ(xµxµ). (5.13)où θ(t) désigne la fontion de Heaviside, dé�nie par θ(t) = 0 pour t < 0 et θ(t) = 1 pour t > 0. Notons queette expression n'est invariante que par les transformations orthohrones : la ondition retardée n'est pasinvariante par renversement du temps.



72 CHAPITRE 5. PROPAGATEURS5.1.4 Formule des potentiels retardésCalulons le potentiel Aµ(x) obtenu à partir de la fontion de Green retardée (5.12) :
Aµ

ret(t, ~x) =

∫

d3 ~x′ dt′Gret(t− t′, ~x− ~x′)jµ(t′, ~x′). (5.14)Intégrons sur t′. La fontion de Green n'est non nulle que pour t− t′ = |~x− ~x′|, et il vient
Aµ

ret(t, ~x) =

∫

d3 ~x′
jµ(t− |~x− ~x′|, ~x′)

4π|~x− ~x′| (5.15)qui est la formule bien onnue des potentiels retardés.5.2 Propagateur de Klein�GordonRérivons l'équation de Klein�Gordon en présene d'une perturbation (2.48) :
(� +m2)φ(x) = −W (x)φ(x). (5.16)Nous avons obtenu pour l'amplitude de transition vers un état libre φf (x) une formule au premier ordre en

W (x), Eq.(2.54). Nous allons maintenant voir omment aluler les ordres supérieurs. Pour ela, nous devonsau préalable dé�nir le propagateur de l'équation de Klein�Gordon.5.2.1 Dé�nitionOn dé�nit le propagateur G(x) de l'équation de Klein�Gordon de façon analogue à elui de l'équation deMaxwell, Eq.(5.2). La di�érene essentielle provient du terme de masse. D'autre part, nous hoisissons unsigne approprié à la résolution de l'équation (5.16), où la perturbation W (x) apparaît ave un signe négatifdans le seond membre :
(

� +m2
)

G(x) = −δ4(x). (5.17)Cei se rérit en transformée de Fourier
G̃(p) =

1

E2 − ~p2 −m2
=

1

pµpµ −m2
, (5.18)ave une ambiguïté dans le hoix du propagateur lorsque le dénominateur s'annule, soit lorsque E =

±
√

~p2 +m2. En suivant la même démarhe que pour l'équation de Maxwell (setion 5.1.2), on montreque le propagateur retardé, nul pour t < 0 en tout point, s'érit
G̃ret(p) =

1

(E + iǫ)2 − ~p2 −m2
. (5.19)Nous ne ferons pas le alul expliite de Gret(x), qui onduit à une expression plus ompliquée que pourl'équation de Maxwell, en raison de la masse (la propagation ne se fait plus à la vitesse de la lumière) etprésente peu d'intérêt pour les aluls de diagrammes qui font apparaître des transformées de Fourier quandon intègre sur x, puisqu'on hoisit des ondes planes pour les partiules entrantes et sortantes.5.2.2 Appliation aux aluls de perturbationVoyons maintenant omment on peut utiliser le propagateur pour résoudre

(� +m2)φ(x) = −W (x)φ(x). (5.20)Véri�ons tout d'abord que si la perturbation W (x) s'annule pour t→ −∞, et si φ(x) tend vers φi(x), ondelibre, alors φ(x) est donné par
φ(x) = φi(x) +

∫

d4x′Gret(x− x′)W (x′)φ(x′). (5.21)On véri�e immédiatement que φ(x) ainsi dé�ni est bien solution de (5.20) en appliquant l'opérateur �x+m2,en utilisant (5.17) et l'équation du mouvement (� +m2)φi = 0. D'autre part, φ(x) véri�e bien la onditionaux limites φ(x) → φi(x) en t→ −∞ puisque W s'annule par hypothèse et Gret est nul pour t < 0.



5.3. PROPAGATEUR DE DIRAC 73On n'a ependant pas résolu l'équation puisque la fontion inonnue φ apparaît dans le seond membrede (5.21). Cependant, on peut remplaer φ dans le seond membre en utilisant une fois de plus l'équation :
φ(x) = φi(x) +

∫

d4x′Gret(x− x′)W (x′)φi(x
′)

+

∫

d4x′d4x′′Gret(x− x′)W (x′)Gret(x
′ − x′′)W (x′′)φ(x′′) (5.22)et ainsi de suite. On obtient ainsi un développement en puissanes de la perturbation W . L'expression del'amplitude de transition (2.53) devient ainsi

Afi = −i
∫

d4xφ∗f (x)W (x)φi(x)

−i
∫

d4xd4x′φ∗f (x)W (x)Gret(x − x′)W (x′)φi(x
′) + · · · (5.23)et ainsi de suite. Le deuxième terme se omprend de la façon suivante : la partiule inidente interagit en x′ave la perturbation, puis se propage librement depuis x′ jusqu'en x (d'où le propagateur), et interagit uneseonde fois en x.Les mêmes formules dérivent la théorie de perturbations dépendant du temps pour l'équation de Shrö-dinger, si on remplae le propagateur par elui de l'équation de Shrödinger.

x’ xFig. 5.3 � Di�usion au seond ordre.Cette amplitude se représente par le diagramme de Feynman de la �gure 5.3. Les roix représententles interations ave la perturbation. Elles ontribuent un poids W . La ligne pointillée entre les deux roixreprésente la propagation de la partiule entre les deux interations, à laquelle est assoiée le poids G(x−x′).Bien qu'il s'agisse d'un point important pour la théorie, le hoix du propagateur n'a auune importanepour les aluls de perturbation que nous e�etuerons dans e ours, pour lesquels on n'a jamais p2 = m2sur les lignes internes portant un propagateur. On se référera, pour plus de détails, à l'exerie 5.6.8.5.3 Propagateur de DiraLa seule di�érene, pour l'équation de Dira, vient du fait que 'est en réalité un système de quatreéquations (omme d'ailleurs les équations de Maxwell dans d'autres jauges). Par dé�nition, le propagateurest la fontion qui permet de résoudre une équation ave seond membre (une �soure�) :
(

i
∂

∂t
−H

)

ψ(x) = j(x) (5.24)où j(x) désigne un spineur à quatre omposantes donné.L'équation étant linéaire, la solution est une fontion linéaire de j, qu'on érit sous la forme
ψ(x) =

∫

d4x′S(x− x′)j(x′) (5.25)où S(x) désigne une matrie 4 × 4 (qui n'a rien à voir ave la matrie S(Λ) de la setion 3.2.2). Pour queei soit solution de l'équation préédente, il su�t que S véri�e
(

i
∂

∂t
−H

)

S(x) = δ4(x), (5.26)où la matrie identité 4× 4 est sous-entendue dans le membre de droite. En transformée de Fourier, omptetenu de l'expression de H (3.3), ette équation devient
(E − ~α · ~p− βm) S̃(E, ~p) = 1 (5.27)



74 CHAPITRE 5. PROPAGATEURSPour résoudre ette équation, il faut inverser la matrie E − ~α · ~p− βm. Pour ela, on multiplie l'équation àgauhe par E +H , et on utilise l'équation (3.4). On obtient alors
(E2 − ~p2 −m2)S̃(E, ~p) = E + ~α · ~p+ βm. (5.28)Le propagateur retardé s'érit par onséquent

S̃ret(E, ~p) =
E + ~α · ~p+ βm

(E + iǫ)2 − ~p2 −m2
. (5.29)On peut appliquer e propagateur aux perturbations d'ordre supérieur, en suivant pas à pas la mêmedémarhe que pour l'équation de Klein�Gordon. Cependant, on utilise en pratique la forme ovariante dupropagateur, elle qui permet de résoudre l'équation ovariante (3.31) ave seond membre, qui s'obtient enmultipliant (5.24) à gauhe par β

(iγµ∂µ −m)ψ(x) = jc(x), (5.30)où jc(x) = βj(x). En dé�nissant le propagateur ovariant par Sc(x) = S(x)β, on a Sc(x)jc(x) =
S(x)β2j(x) = S(x)j(x), don d'après l'équation (5.25),

ψ(x) =

∫

d4x′Sc(x− x′)jc(x
′). (5.31)L'équation déterminant la transformée de Fourier S̃c(p) s'obtient en multipliant (5.28) à droite par β :

(pµpµ −m2)S̃c(p) = γµpµ +m. (5.32)On voit que le propagateur de Dira est relié au propagateur de l'équation de Klein�Gordon (5.18) par
S̃c(p) = (γµpµ +m)G̃(p). (5.33)5.4 Appliation à quelques proessus élémentairesNotre formalisme de fontions d'onde ne nous permet pas, en prinipe, de traiter l'interation de deuxpartiules relativistes. La situation est di�érente en méanique quantique non relativiste, où le même forma-lisme permet, par exemple, de dérire deux életrons en interation : les fores magnétiques sont négligeables,et la fore életrostatique est représentée par le terme e2/(4π|~x−~y|) dans le hamiltonien. Si leur mouvementest relativiste, par ontre, l'interation n'est plus instantanée. Il faut prendre en ompte le retard dû à lapropagation, que nous avons étudié dans e hapitre.Mais ne désespérons pas. Nous sommes déjà parvenus à ontourner la di�ulté à plusieurs reprises :l'interprétation de Feynman des états d'énergie négative nous a permis de traiter la réation de pairesdans les hapitres 2 et 3 ; dans le hapitre 4, nous avons étudié la réation de photons par un ourant ;dans l'exerie 5.6.8 de e hapitre, nous interprétons l'interation d'une partiule hargée ave un hampéletromagnétique en termes d'absorption et d'émission de photons. Un petit e�ort supplémentaire nouspermettra d'aller beauoup plus loin.Etudions à titre d'exemple la di�usion oulombienne de deux partiules salaires hargées.5.4.1 Di�usion de deux partiules salaires hargéesCommençons par étudier la di�usion életromagnétique de deux partiules salaires distintes, parexemple les mésons π− et K−. Nous noterons les impulsions du π− et du K− respetivement p1 et p2avant la di�usion, p3 et p4 après.Nous savons déjà que l'amplitude de di�usion du π− (par exemple) dans un hamp életromagnétiquedonné s'érit sous la forme (2.56) :

Afi = −i
∫

d4x jµ
π (x)Aµ(x) (5.34)où jµ

π désigne le ourant de transition (2.60)
jµ
π (x) = e (pµ

1 + pµ
3 ) e−i(p1−p3)·x

1
√

2V E~p1

1
√

2V E~p3

. (5.35)



5.4. APPLICATION À QUELQUES PROCESSUS ÉLÉMENTAIRES 75Pour le proessus qui nous intéresse, nous allons prendre pour Aµ(x) le hamp réé par le K−. On a vu auhapitre 5 que le hamp réé par un ourant jµ
K(x) s'érit

Aµ(x) =

∫

d4x′G(x − x′) jµ
K(x′) (5.36)où G est le propagateur du hamp életromagnétique, et jµ

K reste à dé�nir. L'amplitude de di�usion prendalors la forme
Afi = −i

∫

d4xd4x′ jµ
π (x)G(x − x′) jK,µ(x′). (5.37)Que hoisir pour jµ

K(x) ? Nous allons devoir nous ontenter de notre intuition. Notons tout d'abord que le
π− et le K− jouent des r�les symétriques dans le proessus onsidérés : plut�t que de aluler l'amplitudede di�usion du π− dans le hamp réé par le K−, nous aurions pu faire l'inverse, aluler l'amplitude dedi�usion du K− dans le hamp réé par le π−. Il est don naturel de hoisir pour jµ

K le ourant de transitionassoié au K−, qui s'érit
jµ
K(x) = e (pµ

2 + pµ
4 ) e−i(p2−p4)·x 1

√

2V E~p2

1
√

2V E~p4

. (5.38)Il reste ependant une dissymétrie dans l'amplitude (5.37) : si nous avions hoisi de aluler l'amplitude dedi�usion du K− dans le hamp réé par le π−, nous aurions G(x′−x) au lieu de G(x−x′). Si on hoisit pour
G le propagateur retardé, Eq.(5.12), alors Gret(x− x′) = Gav(x

′ − x), où Gav(x) est le propagateur avané,voir exerie 5.6.5 et Eq.(5.66). Cependant, le hoix du propagateur n'a auune importane pour le alul,omme nous allons le voir un peu plus bas, et le π− et le K− jouent par onséquent des r�les symétriquesdans notre amplitude.Calulons l'amplitude de transition (5.37). On érit le propagateur en transformée de Fourier
G(x− x′) =

∫

d4q

(2π)4
e−iq·(x−x′)−1

q2
. (5.39)Les intégrations sur x et sur y donnent respetivement (2π)4 δ4(p3 − p1 − q) et (2π)4 δ4(p4 − p2 − q). Ceiimpose que q = p3 − p1 = p4 − p2. En intégrant sur q, il apparaît ainsi un fateur (2π)4 δ4(p3 + p4 − p1 − p2),qui traduit la onservation de l'énergie et de l'impulsion globales.L'amplitude de transition s'érit �nalement

Afi =
1

√

2E~p1
V 2E~p2

V 2E~p3
V 2E~p4

V
(2π)4δ4(p3 + p4 − p1 − p2) i τfi (5.40)où τfi est l'amplitude de transition réduite invariante de Lorentz

τfi = −e2(pµ
1 + pµ

3 )
−gµν

q2
(pν

2 + pν
4)

= e2
(p1 + p3) · (p2 + p4)

(p3 − p1)2
. (5.41)

p 1 p 3

p 4p 2

π− π−

Κ − Κ −

q=p -p =p -p 
1 2 43

Fig. 5.4 � Diagramme de Feynman de la di�usion oulombienne π− � K−.Cette amplitude se représente par le diagramme de Feynman de la �gure 5.4. Comme dans le diagrammede la �gure 2.1, on assoie aux vertex les poids respetifs −ie(pµ
1 +pµ

3 ) et −ie(pν
2 +pν

4), et aux lignes externesun poids 1. La seule di�érene est la ligne interne dérivant la propagation du hamp életromagnétique, àlaquelle on assoie le poids −igµν/q
2, orrespondant au propagateur.



76 CHAPITRE 5. PROPAGATEURSVéri�ons e que nous avons dit plus haut, que l'amplitude ne dépend pas du hoix du propagateur. Pourela, il su�t de véri�er que le dénominateur q2 = (p3−p1)
2 ne s'annule jamais. Nous allons montrer qu'il esten fait qu'on a toujours q2 < 0 pour e proessus. Il su�t pour le voir de hoisir un référentiel où E~p1

= E~p3
,auquel as (p1−p3)

2 = −|~p1−~p3|2. Par ailleurs, (p1−p3)
2 est un invariant de Lorentz, don a la même valeurdans tout référentiel. On peut préférer une véri�ation direte. Montrons don que |E~p1

−E~p3
| < |~p1 − ~p3| :

|E~p1
− E~p3

| =
√

~p2
1 +m2 −

√

~p2
3 +m2 =

∣

∣~p2
1 − ~p2

3

∣

∣

√

~p2
1 +m2 +

√

~p3 +m2

<

∣

∣~p2
1 − ~p2

3

∣

∣

|~p1| + |~p3|
= ||~p1| − |~p3|| ≤ |~p1 − ~p3| . (5.42)Cei prouve le résultat herhé.On dit que les deux partiules hargées interagissent par l'éhange d'un photon virtuel, par opposition àun photon réel qui véri�erait q2 = 0. Cette notion de photon virtuel traduit simplement, dans un langage departiules, la propagation du hamp életromagnétique entre les deux harges en mouvement.Le alul de la setion e�ae se fait en suivant les mêmes étapes que pour l'e�et Compton dans latroisième partie de l'exerie 5.6.8.5.4.2 Création de paires ; symétrie de roisementConsidérons à présent le proessus π+π− → K+K−. Le π+ et le K+ sont bien entendu les antipartiulesrespetives du π− et du K−.

Κ −

π−

p 2

p 1

p 4

p 3

π+

Κ +

Fig. 5.5 � Diagramme de Feynman de la réation de paires π+π− → K+K−. Il s'agit en fait du diagrammepréédent vu di�éremment.D'après l'interprétation des antipartiules exposée dans la setion 2.6, l'amplitude de e proessus s'ob-tient à partir du proessus de di�usion élastique π−K− → π−K− de la �gure 5.4 en remplaçant : 1) le π−sortant, d'impulsion p3, par un π+ entrant d'impulsion −p3 ; 2) le K− entrant, d'impulsion p2, par un K+sortant d'impulsion −p2. En adoptant les notations de la �gure 5.5 pour les impulsions, on voit qu'on passed'un proessus à l'autre en remplaçant dans l'amplitude de transition p2 par −p3, et ~p3 par −~p2. On obtientdon sans alul l'amplitude de réation de paires à partir de l'équation (5.41) :
τfi = e2

(p1 − p2) · (p3 − p4)

(p1 + p2)2
. (5.43)On appelle symétrie de roisement (rossing symmetry) la propriété qui permet d'éhanger ainsi partiuleset antipartiules. Elle nous a permis d'obtenir sans alul l'amplitude du proessus π−π+ → K−K+ à partird'un proessus omplètement di�érent, π−K− → π−K−. Dans e as partiulier, 'était très simple ar nousavions l'expression analytique de l'amplitude de transition pour le premier proessus. Mais en pratique, ilest rare qu'on puisse aluler analytiquement une amplitude de di�usion, en partiulier lorsque intervientl'interation forte. Peut-on alors utiliser la symétrie de roisement ? C'est loin d'être évident, omme on peutfailement s'en persuader en examinant les dénominateurs des équations (5.41) et (5.43) : dans le premieras, on a toujours (p1 − p3)

2 < 0 alors que, dans le deuxième, on a (p1 + p2)
2 > 4m2

π, où mπ désigne lamasse du pion. Par onséquent, nous avons utilisé la même fontion, mais dans deux domaines disjoints desparamètres.Un peu d'histoire :L'utilisation de la symétrie de roisement suppose don un prolongement analytique de l'amplitude dedi�usion. Les méthodes permettant d'e�etuer es prolongements et leur appliation à la desription des



5.5. RÉCAPITULATION : RÈGLES DE FEYNMAN 77données expérimentales sur les interations fortes ont été au ÷ur de l'ativité théorique en physique despartiules dans les années 1950 et 1960. En e�et, on n'arrivait pas à dérire l'interation forte au moyen d'unlagrangien d'interation, omme pour l'életromagnétisme et l'interation faible : pire, les interations fortesne semblaient guère suivre d'autres lois que elles, très générales, d'invariane de Lorentz, de ausalité, deonservation de la probabilité, de symétrie de roisement. On en vint à penser, e qui paraît aujourd'huiparadoxal, que es lois devaient su�re à tout expliquer : de e fait, la théorie des hamps, où la notion delagrangien d'interation est fondamentale, passa de mode pendant toute ette période.5.4.3 Di�usion de partiules identiques
p 1 p 3

p 4p 2

π−π−

π− π−

q=p -p =p -p 
1 2 43

Fig. 5.6 � Di�usion élastique π−π− : diagramme diret.Considérons à présent la di�usion oulombienne π−π− → π−π− (�gure 5.6). Le même proessus, où l'onéhangerait les impulsions sortantes p3 et p4, est indisernable puisque e sont des partiules identiques. Lespartiules salaires, de spin 0, étant des bosons, la fontion d'onde de l'état �nal doit être symétrique paréhange des deux partiules. Il faut par onséquent prendre en ompte, outre le diagramme de la �gure 5.6,elui de la �gure 5.7, et additionner les deux amplitudes.
p 2

p 1
p 3

p 4

q=p -p =p -p 
1 2 34

Fig. 5.7 � Di�usion élastique π−π− : diagramme d'éhange.L'amplitude du diagramme d'éhange s'obtient en éhangeant p3 et p4. L'amplitude totale, somme desdeux diagrammes, vaut don :
τfi = e2

(

(p1 + p3) · (p2 + p4)

(p3 − p1)2
+

(p1 + p4) · (p2 + p3)

(p4 − p1)2

)

. (5.44)Cette �augmentation�, par rapport au as de deux partiules di�érentes, est ompensée par le fait qu'il y adeux fois moins d'états �nals : (~p3, ~p4) et (~p4, ~p3) orrespondent maintenant au même état. En dé�nitive, laseule di�érene, par rapport à des partiules distintes, provient du terme d'interférene entre le diagrammediret et le diagramme d'éhange, qui apparaît lorsqu'on élève au arré l'amplitude (5.44).S'il s'était agi de partiules de spin 1/2, par exemple des életrons, il aurait fallu soustraire, et non ajouterles amplitudes des diagrammes 5.6 et 5.7. En e�et, la fontion d'onde de deux fermions identiques doit êtreantisymétrique par éhange des deux partiules.5.5 Réapitulation : règles de FeynmanLes règles de Feynman permettent d'érire sans alul l'amplitude de transition entre un état initial et unétat �nal omprenant un nombre arbitraire de partiules d'impulsion et de spins dé�nis, à un ordre donné



78 CHAPITRE 5. PROPAGATEURSde la théorie des perturbations.L'amplitude est une somme d'amplitudes partielles dont haune peut être représentée par un diagramme.Les règles permettent de dessiner les diagrammes ontribuant au proessus étudié, et d'érire les amplitudespartielles qu'ils représentent.Un diagramme est omposé de points ou �vertex� et de lignes de deux types : les lignes externes qui ontun vertex à une seule extrémité, et les lignes internes qui ont un vertex à haque extrémité. A haque ligneet à haque vertex est assoiée une ontribution. L'amplitude partielle est le produit de es ontributions.Voii les règles permettant de dessiner les diagrammes et de déterminer les amplitudes partielles assoiées :� Patte externe : haune des partiules de l'état initial et de l'état �nal est représentée par unepatte externe. Chaque patte externe est reliée à un et un seul vertex. La ontribution d'une patteexterne omprend toujours un fateur de normalisation 1/
√

2EV . Pour les partiules ayant un spin,elle omporte de plus� partiule de spin 1
2 dans l'état initial : u� partiule de spin 1
2 dans l'état �nal : ū� antipartiule de spin 1

2 dans l'état initial : v̄� antipartiule de spin 1
2 dans l'état �nal : v� photon dans l'état initial : ǫµ� photon dans l'état �nal : ǫµ ∗� Ligne interne : elles représentent la propagation d'une partiule, dite virtuelle, entre deux pointsd'interation. Elle porte un quadriveteur impulsion qµ quelonque, qui ne véri�e pas l'équation qµqµ =

m2. Sa ontribution est i d4q/(2π)4 multiplié par le propagateur, soit� partiule de spin 0 : 1/(q2 −m2)� partiule de spin 1
2 : (γµqµ +m)/(q2 −m2).� photon : −gµν/q2� Vertex : un vertex est un point d'intersetion : un vertex à n pattes est en relation ave n lignes quipeuvent être indi�éremment internes ou externes. Il omporte tout d'abord un poids (2π)4δ4(P ) où

Pµ est la di�érene des quadriimpulsions entrantes et sortantes. Le vertex ontient toute l'informationsur l'interation : le type de vertex, 'est à dire le nombre et la nature des lignes qu'il relie, ainsi quela ontribution du vertex à l'amplitude dépendent de l'interation. Résumons les as que nous avonsétudiés jusqu'ii :� Eletrodynamique salaire : il y a deux types de vertex : un vertex à trois pattes relié à deux lignesde partiules hargées et une ligne de photon, dont la ontribution est −ie(pµ
1 + pµ

2 ), où pµ
1 et pµ

2sont les impulsions portées par les deux lignes de partiules hargées (ave des signes − pour lesantipartiules, il va sans dire) ; un vertex à quatre pattes (voir exerie 5.6.8) relié à deux lignes departiules hargées et deux lignes de photons, dont la ontribution est 2ie2ǫ · ǫ′∗.� Eletrodynamique spinorielle : un vertex à trois pattes analogue à elui de l'életrodynamique sa-laire, dont la ontribution est −ieγµLes règles de Feynman préisent d'autre part que tous les diagrammes qu'on peut dessiner et qui véri�entles règles ontribuent à l'amplitude. Nous y reviendrons dans le ours de théorie des hamps.En �n de alul, on somme sur les impulsions qµ portées par les lignes internes. Dans le as d'un diagrammeen arbre, la onservation de l'énergie et de l'impulsion aux vertex permet alors de déterminer de prohe enprohe les valeurs de qµ portées par les lignes internes en fontion des impulsions des pattes externes.Les lignes internes ne sont jamais �sur ouhe de masse� et il n'y a jamais d'ambiguïté dans le hoix dupropagateur. (voir exerie 5.6.8). Ce n'est pas le as pour les diagrammes présentant des boules. Cesdiagrammes, fort heureusement, n'interviennent que rarement pour un proessus donné à l'ordre le plus basde la théorie des perturbations. Une exeption est la di�usion élastique photon-photon (pourquoi ?).Ainsi se termine notre ours de méanique quantique relativiste. Nous allons maintenant retrouver touteses règles, mais établies plus proprement, dans le ours de théorie quantique des hamps.5.6 Exeries et problèmesLes exeries 5.6.1 à 5.6.3 portent sur la transformée de Fourier et la propriété de ausalité énonée dansla setion 5.1.2. Les exeries 5.6.4 et 5.6.5 sont des aluls de propagateur qui omplètent elui de la setion5.1.3. L'exerie 5.6.6 reprend, du point de vue semi-lassique, le alul de réation de photons du hapitre4. Le problème 5.6.7 alule le hamp lassique rayonné par une harge aélérée, et la perte d'énergie quien résulte. En�n, le problème 5.6.8 est un exemple important d'appliation de la théorie du propagateur.



5.6. EXERCICES ET PROBLÈMES 795.6.1 Fontion de HeavisideOn rappelle que la transformée de Fourier d'une fontion f(t) est dé�nie par
f̃(ω) =

∫ ∞

−∞

f(t) eiωt dt, (5.45)et la transformée de Fourier inverse
f(t) =

∫ ∞

−∞

f̃(ω) e−iωt dω

2π
. (5.46)1. Caluler la transformée de Fourier θ̃ǫ(ω) de la fontion θǫ(t) dé�nie par θǫ(t) = 0 si t < 0 et θǫ(t) = e−ǫtsi t ≥ 0, ǫ désignant un réel positif �xé. Où est le p�le de θ̃ǫ(ω) dans le plan omplexe ? Véri�er sur e aspartiulier la propriété générale énonée dans la setion 5.1.2.2. Caluler la transformée de Fourier inverse au moyen du théorème des résidus. Quel ontour d'intégrationfaut-il utiliser pour t < 0 ? pour t > 0 ? Véri�er qu'on retrouve bien θǫ(t).3. Quelle est la limite de θǫ(t) lorsque ǫ→ 0+ ?5.6.2 Osillateur foréLe but de et exerie problème est d'illustrer les méthodes utilisées dans e hapitre sur une équationdi�érentielle simple, elle de l'osillateur foré :

ẍ+
2

Q
ẋ+ x = f(t) (5.47)où f(t) est une fontion donnée et Q est une onstante dont on rappellera la signi�ation physique.1. Quelle est la forme générale des solutions de l'équation pour f(t) = 0 ? On adoptera la notation omplexetout au long de et exerie.2. La fontion de Green retardée G(t) de l'équation (5.47) est dé�nie par

G̈+
2

Q
Ġ+G = δ(t). (5.48)et la ondition G(t) = 0 pour t < 0. Montrer que G(t = 0+) − G(t = 0−) = 0 et que Ġ(t = 0+) − Ġ(t =

0−) = 1. En utilisant le résultat de la question 1, en déduire l'expression de G(t) pour t > 0.3. Caluler la transformée de Fourier G̃(ω) de G(t), dé�nie par l'équation (5.45).4. Retrouver le résultat de la question préédente en prenant diretement la transformée de Fourier del'équation (5.48).5. Où sont situés les p�les de G̃(ω) dans le plan omplexe de la variable ω ? Commenter le résultat.6. Retrouver à partir de G̃(ω) l'expression de G(t) obtenue préédemment en alulant la transformée deFourier inverse (5.46) au moyen du théorème des résidus.7. On revient à l'équation de départ (5.47). Montrer que
x(t) =

∫ +∞

−∞

G(t− t′)f(t′)dt′ (5.49)est solution. Il s'agit d'une solution partiulière. Quelle propriété la aratérise ? Quelle autre méthodeaurait-on pu utiliser pour résoudre l'équation (5.47) ?5.6.3 Propagation de l'onde à une dimensionLe but de e problème est de résoudre l'équation d'onde à une dimension ave seond membre :
∂2s

∂t2
− ∂2s

∂x2
= j(t, x), (5.50)où j(t, x) est une fontion donnée. L'équation (5.50) admet une in�nité de solutions. Nous déterminerons lasolution retardée, qui s'annule pour t→ −∞.



80 CHAPITRE 5. PROPAGATEURSDans la première partie, nous résoudrons l'équation diretement. Puis nous montrerons que la fontion deGreen qui en résulte est bien la même que elle obtenue par la méthode utilisée dans le ours : transformationde Fourier et ondition de ausalité. Dans tout le problème, nous supposerons que j(t, x) s'annule à l'in�nien x et en t, e qui nous permettra d'appliquer la transformation de Fourier.Première partie : solution expliite1. L'équation d'onde à une dimension se simpli�e onsidérablement lorsqu'on la rérit dans le système deoordonnées du �ne de lumière (x+, x−) dé�nies par
x+ =

t+ x√
2

x− =
t− x√

2
. (5.51)On notera S et J les expressions de s et j dans le nouveau système de oordonnées :

S(x+, x−) = s

(

x+ + x−√
2

,
x+ − x−√

2

)

J(x+, x−) = j

(

x+ + x−√
2

,
x+ − x−√

2

)

. (5.52)Montrer que l'équation (5.50) se rérit, dans le nouveau système de oordonnées,
2
∂

∂x+

∂

∂x−
S(x+, x−) = J(x+, x−). (5.53)2. Quelle est la solution générale de l'équation lorsque j(x, t) = 0 ? Quelle en est l'interprétation physique ?3. Véri�er que la solution retardée de l'équation (5.53) est

S(x+, x−) =
1

2

∫ +∞

0

dx1

∫ +∞

0

dx2J(x+ − x1, x
− − x2). (5.54)4. Revenir aux variables x et t et exprimer s(t, x) en fontion de j(t, x). Il sera ommode, pour e alul, dedessiner la région d'intégration dans le plan (t, x). On ommentera la forme de ette région d'intégration.Deuxième partie : fontion de Green1. Mettre la solution obtenue préédemment sous la forme

s(t, x) =

∫ +∞

−∞

dt′
∫ +∞

−∞

dx′G(t′, x′)j(t− t′, x− x′) (5.55)où G(t, x) est la fontion de Green de l'équation (5.50),
G(t, x) =

1

2
θ(t− |x|). (5.56)où nous avons introduit la fontion de Heaviside θ(x), nulle pour x < 0 et égale à 1 pour x > 0. Une autremanière d'aboutir à e résultat est présentée dans l'exerie 5.6.4.2. La fontion G(t, x) ne s'annule pas pour t→ +∞, don on ne peut pas aluler diretement sa transforméede Fourier. Par ontre, on peut aluler la transformée de Fourier de G(t, x)e−ǫt où ǫ est un réel positifarbitrairement petit que nous ferons tendre vers 0 à la �n du alul. E�etuez e alul et mettez le résultatsous la forme

G̃(ω, k) = − 1

(ω + iǫ)2 − k2
. (5.57)Où sont les p�les de G̃ dans le plan omplexe de la variable ω ? Commenter e résultat.3. Caluler s(t, x) dé�nie par l'équation (5.55) dans le as partiulier où j(t, x) = δ(t) δ(x). Déduire alors del'équation (5.50) que G(t, x) est solution de l'équation

∂2G

∂t2
− ∂2G

∂x2
= δ(t)δ(x) (5.58)E�etuer une transformée de Fourier de ette équation et montrer qu'on retrouve le résultat préédent, au�iǫ� près.



5.6. EXERCICES ET PROBLÈMES 815.6.4 Propagateurs à 1+1 et 2+1 dimensionsLa fontion de Green retardée à 2+1 dimensions du hamp életromagnétique est la solution de
(

∂2

∂t2
− ∂2

∂x2
− ∂2

∂y2

)

Gret(t, x, y) = δ3(t, x, y) (5.59)nulle pour t < 0. Montrer qu'on l'obtient par intégration de la fontion de Green à 3+1 dimensions :
Gret(t, x, y) =

∫ +∞

−∞

Gret(t, x, y, z) dz. (5.60)En déduire que
Gret(t, x, y) =

θ(t−
√

x2 + y2)

2π
√

t2 − x2 − y2
. (5.61)On remarquera qu'ii, le hamp életrique est non nul en tous les points intérieurs du �ne de lumière, etpas seulement sur la surfae de elui-i : par onséquent, un observateur situé à une distane R de la sourene verra rien avant l'instant t = R/c, mais verra aux temps ultérieurs un �sillage� laissé par le passage de lasoure lumineuse. On montre qu'il en va de même dans toutes les dimensions d'espae paires.En suivant la même démarhe que préédemment, montrer que la fontion de Green retardée à 1+1dimensions vaut

Gret(t, x) =
θ(t− |x|)

2
. (5.62)5.6.5 Fontion de Green avanée1. En suivant la démarhe de la setion 5.1.2, donner l'expression de la transformée de Fourier G̃av(k) de lafontion de Green avanée du hamp életromagnétique Gav(x), nulle pour t > 0.2. Montrer que

lim
ǫ→0+

ǫ

x2 + ǫ2
= π δ(x) (5.63)et en déduire que

lim
ǫ→0+

(

1

x− iǫ
− 1

x+ iǫ

)

= 2iπδ(x). (5.64)3. Déduire des résultats préédents l'identité
G̃ret(ω,~k) − G̃av(ω,~k) = 2iπ (θ(ω) − θ(−ω)) δ(ω2 − |~k|2). (5.65)Pour faire e alul, on distinguera les as ω > 0 et ω < 0. On véri�e don, dans e as partiulier, lapropriété générale énonée à la setion 5.1.1, selon laquelle deux fontions de Green ne peuvent di�érer quesur le �ne de lumière ω2 − |~k|2 = 0.4. En suivant la démarhe de la setion 5.1.3, véri�er que la fontion de Green avanée vaut

Gav(t, ~x) =
δ(t+ |~x|)

4π|~x| . (5.66)5.6.6 Champ életromagnétique rayonné par un ourantOn dé�nit
G(−)(t, ~x) ≡ Gret(t, ~x) −Gav(t, ~x). (5.67)Etant donné un ourant jµ(x), on dé�nit ensuite (f. Eq.(5.3))

Aµ
ray(x) =

∫

d4x′G(−)(x − x′)jµ(x′). (5.68)1. En supposant que le ourant jµ(x) s'annule pour t→ ±∞, véri�er que Aµ
ray oïnide ave le hamp retardéréé par le ourant jµ(x) lorsque t→ +∞.2. Véri�er que �Aµ

ray(x) = 0. On en déduit que Aµ
ray(x) est une superposition d'ondes planes libres : 'està proprement parler le hamp rayonné par la soure de ourant. Cette expression a été introduite par Diraen 1938 dans l'artile �Classial theory of radiating eletrons�, Pro.Roy.So.Lond.A167 :148-169.



82 CHAPITRE 5. PROPAGATEURS3. A l'aide des équations (5.65) et (5.68), montrer que la transformée de Fourier Ãµ
ray(ω,~k) vaut

Ãµ
ray(ω,

~k) =
iπ

|~k|
j̃µ(|~k|, ~k)δ(ω − |~k|) − iπ

|~k|
j̃µ(−|~k|, ~k)δ(ω + |~k|). (5.69)4. Dans ette question, jµ(x) désigne le ourant réé par des partiules hargées en mouvement uniforme àla vitesse ~v, de la forme jµ(t, ~x) = vµf(~x − ~vt) ave vµ = (1, ~v). En déduire que sa transformée de Fourierest j̃µ(ω,~k) = vµf̃(~k) 2πδ(ω − ~k · ~v), 'est à dire qu'elle n'est non nulle que pour ω = ~k · ~v. Déduire alors dela question préédente que Aµ

ray(x) = 0 : des partiules en mouvement uniforme ne rayonnent pas.5. Nous allons maintenant véri�er qu'on retrouve, à partir de ette expression du hamp rayonné, la mêmeexpression que dans le hapitre 4 pour l'amplitude de probabilité de trouver un photon d'impulsion ~k et depolarisation ~ǫ.a) En prenant la transformée de Fourier inverse de (5.69), véri�er que
Aµ

ray(t, ~x) =
∑

~k

(

i

2|~k|V
j̃µ(|~k|, ~k)ei(~k·x−|~k|t) − i

2|~k|V
j̃µ(−|~k|, ~k)ei(~k·x+|~k|t)

)

. (5.70)On utilisera le fait que dans un volume �ni mais grand, V , on peut faire la substitution d3~k/(2π)3 →
(1/V )

∑

~k. Mettre e résultat sous la forme
Aµ

ray(t, ~x) =
∑

~k

(

i

2|~k|V
j̃µ(|~k|, ~k)ei(~k·x−|~k|t) − i

2|~k|V
j̃µ(|~k|, ~k)∗e−i(~k·x−|~k|t)

)

. (5.71)b) On sait que seules les omposantes de ~A perpendiulaires à ~k ontribuent au nombre de photons. On peutprojeter sur le plan perpendiulaire à ~k en remplaçant ~j par∑polarisations~ǫ(~ǫ
∗ ·~j). Mettre le résultat sous laforme

~Aray(t, ~x) =
∑

~k,~ǫ



a~k,~ǫ

~ǫ
√

2|~k|V
ei(~k·x−|~k|t) + a∗~k,~ǫ

~ǫ∗
√

2|~k|V
e−i(~k·x−|~k|t)



 . (5.72)Dans ette équation, a~k,~ǫ représente l'amplitude de probabilité de trouver un photon d'impulsion ~k et de po-larisation ~ǫ dans le hamp rayonné. Véri�er qu'on retrouve bien le résultat du hapitre préédent, Eq. (4.28).5.6.7 Rayonnement d'une partiule aéléréeLe but de e problème est d'étudier quelques aspets du hamp életromagnétique réé par une partiulede harge q, de masse m, en mouvement le long d'une trajetoire donnée Xµ(τ). On notera a · b = aµbµ,
a2 = aµaµ, et uµ(τ) = dXµ/dτ .1. Potentiels de Liénard-Wiehert :En utilisant l'expression ovariante du ourant réé par la partiule (4.41), montrer que le potentiel enun point quelonque xµ s'exprime, dans la jauge de Lorentz,

Aµ(x) = q

∫

uµGret (x−X(τ)) dτ, (5.73)où Gret(x) est la fontion de Green retardée donnée par l'équation (5.13) Montrer que pour un point donné
x de l'espae-temps, il existe une et une seule valeur de τ , notée par la suite τ0, telle que x0 > X0(τ0) et
(x−X(τ0))

2
= 0. On notera également R =

∣

∣

∣~x− ~X(τ0)
∣

∣

∣, ~n = (~x− ~X(τ0))/R. Montrer qu'ave es notations,on a
V (x) =

q

4πR(1 − ~v · ~n)

~A(x) =
q~v

4πR(1 − ~v · ~n)
. (5.74)2. Champ életromagnétique :Véri�er que

∂

∂xµ
δ
[

(x−X)
2
]

= − xµ −Xµ

u · (x−X)

d

dτ
δ
[

(x−X)
2
] (5.75)



5.6. EXERCICES ET PROBLÈMES 83et en déduire, en partant de l'équation (5.73), que si x n'est pas sur la trajetoire de la partiule, alors
Fµν(x) = q

∫

d

dτ

[

uν (xµ −Xµ) − uµ (xν −Xν)

u · (x−X)

]

Gret (x−X(τ)) dτ. (5.76)Montrer que ei peut également s'érire, ave les mêmes notations qu'à la première question,
Fµν(x) =

q

4πu(τ0) · (x−X(τ0))

d

dτ

[

uν (xµ −Xµ) − uµ (xν −Xν)

u · (x−X)

]

τ=τ0

. (5.77)Développer ette expression et exprimer Fµν en fontion de R, uµ, u̇µ = duµ/dτ et nν = (1, ~n). On voit que
Fµν peut s'érire omme la somme de deux termes dont l'un ne dépend pas de l'aélération u̇µ et l'autre endépend linéairement. Quelle est leur signi�ation physique respetive ? Comment se omportent-ils lorsque
R → +∞ ?Véri�er que F̃µνn

ν = 0. En déduire que ~B = ~n× ~E.3. Puissane rayonnée :Caluler expliitement le hamp életrique ~E puis le veteur de Poynting dans un référentiel où la hargeest au repos ('est à dire ~v = 0) à l'instant τ0. En déduire, par intégration sur la sphère de entre ~X(τ0) etde rayon R, la puissane totale P (τ0) rayonnée par la harge au temps τ0 en fontion de son aélération
|d~v/dt|.On peut également véri�er que l'impulsion emportée par le hamp rayonné est nulle dans e référentiel ;nous l'admettrons. Caluler l'énergie et l'impulsion rayonnées pendant l'intervalle dτ dans un référentiel oùla partiule a la vitesse ~v. En déduire que la puissane rayonnée P (τ) est un invariant de Lorentz.En déduire que l'expression de P (τ) dans un référentiel quelonque est

P (τ) = − q2

4π

2

3

(

duµ

dτ

duµ

dτ

)

.4. Rayonnement synhrotron :Une partiule de harge e, de masse m et d'énergie E ≫ m est en mouvement irulaire dans unsynhrotron de rayon R. Caluler l'énergie εR qu'elle perd en rayonnement à haque tour.Appliation numérique : le ollisionneur LEP, mis en servie au CERN en 1989, mesure environ 10 km dediamètre et on y aélère des életrons jusqu'à 50 GeV. Caluler εR ave es valeurs. C'est le oût de l'énergiequ'il faut fournir aux életrons à haque tour, pour ompenser les pertes par rayonnement, qui limite la valeurde l'énergie E. Le oût de la onstrution de l'aélérateur étant par ailleurs proportionnel à son rayon R,omment doit varier R ave E pour minimiser le oût global ?On projette atuellement d'utiliser le tunnel du LEP pour aélérer des protons jusqu'à 7 TeV (projetLHC). Que vaut alors εR ? Quel est ii le fateur qui limite l'énergie ?5.6.8 E�et Compton salaireLe but de e problème est le alul de la setion e�ae de ollision élastique d'un photon ave unepartiule hargée de spin nul. Il s'agit d'un proessus faisant intervenir deux partiules distintes, qui ne peutêtre traité rigoureusement que dans le adre de la théorie quantique des hamps. Cependant, la méaniquequantique relativiste permet de aluler orretement e proessus à l'ordre dominant en e, moyennantquelques hypothèses naturelles.Pour e alul, nous aurons besoin du seond ordre de la théorie des perturbations. Ce sera notre premièreappliation de la théorie du propagateur à un problème onret.Première partie : absorption et émission d'un photon1. Rappeler l'expression du hamp Aµ(x) d'un photon d'impulsion kµ et de polarisation ǫµ.2. Caluler au premier ordre de la théorie des perturbations l'amplitude de di�usion dans e hamp d'unepartiule de Klein-Gordon de masse m, de harge e et d'impulsion initiale pµ
i (on utilisera les résultatsdu ours sur l'équation de Klein-Gordon). Quelles sont les deux valeurs possibles de l'impulsion �nale pµ

f ?Interpréter physiquement les proessus orrespondants.3. Montrer que la ondition pµ
f pf µ = m2 permet d'exlure es deux proessus. Expliquer physiquementpourquoi.Deuxième partie : amplitude de la di�usion Compton



84 CHAPITRE 5. PROPAGATEURS1. On rappelle que l'équation de Klein�Gordon en présene d'un hamp életromagnétique s'érit sous laforme :
(� +m2)φ(x) = −(W1(x) +W2(x))φ(x)

W1(x) = ie(∂µA
µ(x) + Aµ(x)∂µ)

W2(x) = −e2Aµ(x)Aµ(x). (5.78)On notera que W1(x) est un opérateur, et que la dérivation ∂µ s'applique à tout e qui est à sa droite, yompris la fontion sur laquelle agit W1(x). Véri�er que si Aµ(x) s'annule à l'in�ni, alors
∫

eip1·xW1(x)e
−ip2·xd4x = e(pµ

1 + pµ
2 )

∫

ei(p1−p2)·xAµ(x)d4x. (5.79)Dans la suite du problème, nous utiliserons e résultat même si Aµ(x) ne s'annule pas à l'in�ni.2. Dans la di�usion Compton, la partiule hargée absorbe un photon d'impulsion kµ et en émet un d'im-pulsion k′µ. D'après la première partie, 'est un hamp életromagnétique de fréquene positive (négative)qui va provoquer l'absorption (l'émission). On va don étudier le mouvement de la partiule hargée dansun hamp életromagnétique de la forme
Aµ(x) =

1√
2k0V

ǫµ e−ik·x +
1√

2k′0V
ǫ′µ ∗ eik′·x. (5.80)On notera que e hamp n'est pas réel. On pourrait ajouter le omplexe onjugué pour le rendre réel, maisles termes supplémentaires ne ontribueraient pas au proessus étudié, et ne feraient qu'obsurir les aluls.Dans les premières questions, nous ferons le alul pour des valeurs arbitraires de kµ, k′µ, ǫµ, ǫ′µ. Nous nouslimiterons au as partiulier des photons seulement à partir de la question 5.Nous allons aluler l'amplitude de probabilité pour que la partiule ressorte dans un état d'impulsion

pf = pi + k − k′, à l'ordre 2 dans le hamp Aµ. Nous érirons ette amplitude sous la forme
Afi =

1
√

2E~pi
V

1
√

2E~pf
V

1√
2k0V

1√
2k′0V

(2π)4δ4(pf + k′ − pi − k) i τfi (5.81)où τfi est dite amplitude réduite.Le termeW2 étant lui même d'ordre 2 en Aµ, il su�t de le traiter au moyen de la théorie des perturbationsau premier ordre. Montrer que sa ontribution à τfi est
(τfi)2 = 2e2 ǫ · ǫ′∗ (5.82)et dessiner le diagramme de Feynman orrespondant.3. Il reste à traiter le termeW1 au moyen de la théorie des perturbations au deuxième ordre. Erire l'amplitudede transition orrespondante. On introduira la transformée de Fourier du propagateur :

G(x − x′) =

∫

d4q

(2π)4
e−iq·(x−x′)G̃(q) (5.83)et on utilisera l'équation (5.79). Montrer que la ontribution à l'amplitude de transition réduite s'érit

(τfi)1 = −e2
(

ǫ · (2pi + k) ǫ′∗ · (2pf + k′)

(pi + k)2 −m2
+
ǫ · (2pf − k) ǫ′∗ · (2pi − k′)

(pf − k)2 −m2

)

. (5.84)Dessiner les diagrammes de Feynman orrespondants.4. On e�etue une transformation de jauge sur le veteur de polarisation ǫµ. Véri�er que l'amplitude detransition réduite, somme des deux ontributions (5.82) et (5.84), est invariante par ette transformation.On notera que les trois termes de l'amplitude ne sont pas séparément invariants de jauge. Un diagramme deFeynman isolé n'a don pas de signi�ation physique.5. A quelles onditions sur kµ, ǫµ, k′µ, ǫ′µ haun des deux termes de l'équation (5.80) orrespond-il auhamp d'un photon ? Simpli�er alors l'expression de l'amplitude de transition réduite τfi. De même quedans la première partie de e problème, on interprétera la ontribution du premier terme de Aµ(x) ommel'absorption d'un photon, et elle du deuxième terme omme l'émission d'un photon. L'amplitude aluléeest don elle de la di�usion élastique d'un photon, 'est à dire de l'e�et Compton.6. Expliquer pourquoi le hoix du propagateur (retardé ou avané, par exemple) n'a auune importane poure proessus.



5.6. EXERCICES ET PROBLÈMES 85Troisième partie : setion e�ae1. On se plae dans le référentiel de repos de la partiule hargée avant la ollision, soit ~pi = ~0. On note θl'angle du photon di�usé ave la diretion inidente. Caluler l'impulsion |~k′| du photon di�usé en fontionde |~k|, θ et m.2. On hoisit la jauge de Coulomb. Comment se simpli�e alors l'amplitude de transition ?3. Nous allons maintenant aluler la setion e�ae, en suivant une démarhe similaire à elle du ourspour la di�usion Rutherford. La di�érene est qu'il y a maintenant deux partiules dans l'état �nal, et nonplus une seule. On ommene don par aluler la probabilité de transition, 'est à dire |Afi|2 où Afi estdonné par l'équation (5.81). Le problème vient de la distribution de Dira (2π)4δ4(pf + k′ − pi − k), qu'onne peut élever au arré. Mais ette distribution vient du fait que nous avons intégré ei(pf +k′−pi−k)·x surtout l'espae-temps. Si on intègre sur un volume �ni V et un temps �ni T , alors on peut aluler le arré.Expliquer pourquoi on peut érire
[

(2π)4δ4(pf + k′ − pi − k)
]2

= V T (2π)4δ4(pf + k′ − pi − k). (5.85)4. Quel est le nombre d'états quantiques pour le système (partiule hargée+photon) dans l'élément d'espaedes impulsions d3~pfd
3~k′ ? En déduire la probabilité de transition par unité de temps vers et élément d'espaedes impulsions.5. En divisant par le �ux inident de photons dans le référentiel hoisi, véri�er que la setion e�ae di�é-rentielle est donnée par
dσ =

1

4m|~k|
d3~k′

(2π)32|~k′|
d3~pf

(2π)32E~pf

(2π)4δ4(pf + k′ − k − pi) |τfi|2 (5.86)6. Il y a six variables d'intégration mais quatre ontraintes provenant de la onservation de l'énergie et del'impulsion, soit au total deux vrais degrés de liberté, qui orrespondent physiquement à la diretion, oul'angle solide, du photon di�usé (de même que pour la di�usion Rutherford). Pour faire apparaître es vraisdegrés de liberté, il faut intégrer sur les �faux� degrés de liberté, qui sont ~pf et |~k′|. Commener par intégrerl'expression préédente sur ~pf . Alors, ~pf et E~pf
deviennent des fontions de ~k′ (l'impulsion inidente ~k étant�xée une fois pour toutes). On véri�era notamment que pour une diretion �xée de ~k′,

dE~pf

d|~k′|
= −

~k′ · ~pf

|~k′|E~pf

(5.87)et on en déduira que
d(|~k′| + E~pf

)

d|~k′|
=

|~k|m
|~k′|E~pf

. (5.88)Déomposer ensuite d3~k′ = |~k′|2d|~k′|dΩ et intégrer sur |~k′|. Montrer que
dσ

dΩ
=
α2

m2

(

|~k′|
|~k|

)2

|~ǫ ′∗ · ~ǫ|2. (5.89)où |~k′| a la valeur obtenue à la question 1 de ette troisième partie.7. Comment se simpli�e ette expression dans la limite où |~k| ≪ m ? On retrouve alors la setion e�ae del'e�et Thomson. Caluler la setion e�ae non polarisée dans ette limite puis, par intégration, la setione�ae totale. Exprimer le résultat dans le système d'unités international. On véri�era qu'il ne dépend pasde ~. Caluler numériquement la setion e�ae.



86 CHAPITRE 5. PROPAGATEURS



Chapitre 6Théorie lassique des hampsOn appelle de façon générale �hamp� une quantité réelle ou omplexe dépendant des oordonnéesd'espae-temps, ou un ensemble de telles quantités : les hamps életrique et magnétique, le hamp devitesse d'un �uide en sont des exemples bien onnus en physique lassique.En méanique du point, les variables dynamiques (position et vitesse) dépendent seulement du temps.En théorie des hamps, elles dépendent également des oordonnées d'espae. En partiulier, la dynamiqued'un hamp lassique est en général dérite par une équation aux dérivées partielles (équations de Maxwellpar exemple), où interviennent des dérivées spatiales.Dans la setion 6.1, nous allons montrer omment on peut généraliser la méanique lagrangienne auxhamps lassiques. C'est une étape indispensable pour quanti�er les hamps, ar toutes les proédures dequanti�ation sont basées sur le formalisme lagrangien : la quanti�ation dite �anonique�, que nous adopte-rons dans les hapitres suivants, est basée sur le hamiltonien déduit du lagrangien, tandis que la quanti�ationpar l'intégrale fontionnelle se base diretement sur le lagrangien.De plus, le formalisme lagrangien permet d'étudier de façon élégante et systématique les symétries onti-nues d'un système (invariane par translation, par rotation...) : le théorème de Noether , que nous démontre-rons dans la setion 6.2, permet d'assoier à toute symétrie ontinue une quantité onservée. Cei permetnotamment de dé�nir sans ambiguïté l'énergie, l'impulsion et le moment inétique d'un système.6.1 Prinipe variationnel : équations d'Euler�LagrangeL'évolution temporelle d'un hamp est en général dérite par une équation aux dérivées partielles. Laplupart des équations non dissipatives (équation d'onde, équations de Maxwell) peuvent être déduites d'unprinipe variationnel, de même que les relations de Snell�Desartes dérivant la propagation d'un rayonlumineux peuvent être déduites du prinipe de Fermat. Nous ommençons par quelques rappels sur le alulvariationnel, dans la setion 6.1.1, puis nous étendrons les résultats obtenus aux hamps, dans la setion6.1.2.6.1.1 Rappels sur la méanique lagrangienneSoit une fontion à valeurs réelles de trois variables réelles L(x, ẋ, t), dite lagrangien. Par exemple, lemouvement d'une partiule de masse m dans un potentiel U(x) est dérit par le lagrangien :
L(x, ẋ, t) = mẋ2/2 − U(x) (6.1)(dans et exemple partiulier, L est indépendant de t). On onsidère l'ensemble des fontions x(t) dérivablessur l'intervalle t0 ≤ t ≤ t1, telles que x(t0) = x0 et x(t1) = x1, x0 et x1 étant des réels �xés. A haquefontion x(t) de et ensemble, on assoie l'ation dé�nie par

S{x} ≡
∫ t1

t0

L

(

x(t),
dx(t)

dt
, t

)

dt. (6.2)L'ation S est don une fontion de la fontion x(t). C'est e qu'on appelle une fontionnelle.On herhe à quelles onditions sur la fontion x(t) l'ation atteint un minimum, ou un maximum, ouplus généralement à quelles onditions elle est stationnaire. Un tel problème, où il faut dériver par rapportà une in�nité de variables (les valeurs de x(t) pour haque valeur de t), est dit problème variationnel ,et les tehniques permettant de le résoudre onstituent le alul variationnel . Dans e problème, x est la87



88 CHAPITRE 6. THÉORIE CLASSIQUE DES CHAMPSvariable dynamique, et le alul variationnel déterminera l'équation di�érentielle à laquelle elle est soumise,en fontion du paramètre t.Notons que dans l'expression de l'ation, (6.2), le lagrangien dépend de t à travers les variables x et ẋ, quidépendent elles-mêmes du temps. On distinguera soigneusement ette dépendane impliite de la dépendaneexpliite qui peut intervenir si, par exemple, U est une fontion de x et du temps t dans l'équation (6.2). Onnotera en général ∂/∂t les dérivées à x et ẋ �xés, qui ne onernent que la dépendane expliite, et d/dt lesdérivées alulées le long d'une trajetoire x(t) donnnée.Equation d'Euler-Lagrange
x

x1

t

x

x(t’)
x+ δx(t’)

t’

0

t
0

t1Fig. 6.1 � Deux trajetoires lassiques voisines, dont les extrémités sont �xées : x(t) (trait épais) et x(t)+δx(t)(trait �n)La ondition que l'ation soit stationnaire autour d'une trajetoire x(t) signi�e que si on onsidère unetrajetoire voisine x(t) + δx(t) (voir Figure 6.1), la variation de S doit être nulle au premier ordre en δx(t).Erivons don ette variation. Un développement limité au premier ordre permet d'érire
S{x+ δx} − S{x} =

∫ t1

t0

(

∂L

∂x
δx(t) +

∂L

∂ẋ

d

dt
δx(t)

)

dt. (6.3)Pour que l'ation soit stationnaire, il faut que le seond membre s'annule quelle que soit la fontion δx(t). Leproblème ave l'expression préédente, 'est que δx et sa dérivée par rapport au temps apparaissent toutesdeux et ne sont pas indépendantes. Pour se débarrasser de la dérivée, on intègre par parties. C'est là le �tru�important dans tout alul variationnel. On obtient ainsi
S{x+ δx} − S{x} =

∫ t1

t0

(

∂L

∂x
− d

dt

∂L

∂ẋ

)

δx(t) dt +

[

∂L

∂ẋ
δx(t)

]t1

t0

. (6.4)On dé�nit parfois la dérivée fontionnelle de L par rapport à x(t) par
δL

δx
≡ ∂L

∂x
− d

dt

∂L

∂ẋ
. (6.5)Dans le as partiulier d'une variation δx qui n'est non nulle que dans un petit voisinage autour d'une valeurde t donnée de l'intervalle ]t0, t1[, la variation de S (6.4) est proportionnelle à δL/δx au point t onsidéré,d'où l'intérêt de la dé�nition (6.5).Dans e alul variationnel, nous onsidérons des trajetoires dont les extrémités sont �xées (voir Fig.6.1),'est à dire que δx(t) s'annule en t = t0 et en t = t1. Par onséquent, le dernier terme de (6.4) s'annule. Laondition que l'ation soit stationnaire s'érit don �nalement

∫ t1

t0

(

∂L

∂x
− d

dt

∂L

∂ẋ

)

δx(t) dt = 0 (6.6)et e, quelle que soit la fontion δx(t) s'annulant aux extrémités de la trajetoire. Comme les valeurs de δxen deux points di�érents sont indépendantes, l'équation préédente implique que le terme en fateur de δx(t)s'annule pour tout t de l'intervalle ]t0, t1[, soit
∂L

∂x
− d

dt

∂L

∂ẋ
= 0. (6.7)



6.1. PRINCIPE VARIATIONNEL : ÉQUATIONS D'EULER�LAGRANGE 89C'est l'équation d'Euler-Lagrange. Ave le lagrangien (6.1), on a par exemple ∂L/∂ẋ = mẋ, ∂L/∂x =
−∂U/∂x, et l'équation (6.7) donne

mẍ = −∂U/∂x (6.8)où l'on reonnaît le prinipe fondamental de la dynamique.Quand on érit les équations d'Euler-Lagrange, il ne faut pas oublier que le seond terme de l'équation(6.7) est don la dérivée par rapport au temps d'une omposée de fontions : ∂L/∂ẋ dépend de x et ẋ quidépendent eux-mêmes du temps, omme on l'a déjà signalé. Il apparaît ainsi un terme linéaire en ẍ, 'està dire que l'équation d'Euler-Lagrange est une équation di�érentielle du seond ordre en t (si e terme nes'annule pas). On sait qu'il y a deux paramètres libres pour une telle équation. Or on a �xé deux onditionsaux limites, la valeur de x(t) aux extrémités. Il y a don souvent une et une seule solution.Le alul variationnel peut être failement généralisé à un lagrangien dépendant des dérivées de x d'ordresupérieur, ẍ, et.Cas de plusieurs variables dynamiquesLe alul i-dessus se généralise immédiatement à un problème à plusieurs variables dynamiques xa(t),où a est un indie prenant un nombre N arbitraire de valeurs. Le lagrangien L, lui, reste unique. C'estette fois une fontion arbitraire de 2N + 1 variables, qu'on notera L(xa, ẋa, t). En érivant que l'ationdoit être stationnaire pour une variation quelonque de l'un des xa, on obtient un système de N équationsdi�érentielles du seond ordre :
∂L

∂xa
− d

dt

∂L

∂ẋa
= 0. (6.9)Ces équations sont en général ouplées. Elles sont déouplées seulement si le lagrangien s'érit omme unesomme de termes ne dépendant haun que d'une seule des variables xa.Invariane par hangement de variables ; exemplesSi l'on e�etue un hangement de variables, 'est à dire qu'on remplae les xa par des ya, pouvant être desfontions quelonques des xa, les équations d'Euler-Lagrange (6.7) restent valables si on remplae xa par ya.C'est là que réside l'intérêt essentiel de la formulation lagrangienne de la méanique lassique, par rapportà la formulation newtonienne. Ce résultat peut se démontrer algébriquement en e�etuant le hangement devariables dans l'équation (6.9), e qui est d'ailleurs la démonstration qu'en donne Lagrange lui-même (il estonseillé de le faire à titre d'exerie pour le as d'une seule variable, après un hangement de variable y(x)arbitraire). Mais ette démonstration en ahe l'essene, qui vient du prinipe variationnel : si l'ation eststationnaire par rapport à un jeu de variables, alors elle le restera après hangement de variables, pourvuque elui-i soit (au moins loalement) inversible, 'est à dire que son jaobien ne s'annule pas.Prenons un exemple, l'osillateur harmonique à deux dimensions, dont le lagrangien s'érit

L(x, y, ẋ, ẏ) =
1

2
m(ẋ2 + ẏ2) − 1

2
mω2(x2 + y2). (6.10)C'est la somme de deux lagrangiens indépendants dérivant les mouvements selon x et y, haun du type(6.1) ave U(x) = mω2x2/2, et les équations d'Euler-Lagrange s'érivent ẍ+ ω2x = ÿ + ω2y = 0.Nous allons e�etuer deux hangements de variables. Premier hangement, nous hoisissons des oordon-nées ylindriques (r, θ). On a alors x2 + y2 = r2 et la vitesse s'érit ẋ2 + ẏ2 = ṙ2 + r2θ̇2. Le lagrangien (6.10)s'érit don, dans es nouvelles oordonnées

L(r, θ, ṙ, θ̇) =
m

2
(ṙ2 + r2θ̇2) +

1

2
mω2r2. (6.11)On note que le lagrangien est indépendant de θ, e qui traduit le fait qu'il est invariant par rotation autourde l'origine. Les dérivées partielles valent

∂L/∂r = mrθ̇2 −mω2r
∂L/∂ṙ = mṙ
∂L/∂θ = 0
∂L/∂θ̇ = mr2θ̇, (6.12)et les équations (6.9) s'érivent alors

mr̈ = mrθ̇2 −mω2r



90 CHAPITRE 6. THÉORIE CLASSIQUE DES CHAMPS
m
d

dt
(r2 θ̇) = 0. (6.13)On obtient don immédiatement les équations du mouvement, sans avoir eu besoin de aluler l'aélérationen oordonnées ylindriques. De plus, l'équation du mouvement en θ est obtenue automatiquement sous uneforme qui fait apparaître la onstante des aires (il s'agit en e�et d'une fore entrale, dirigée vers l'origine).Ce lien entre symétrie (ii de rotation) et onstante du mouvement est inhérent à la méanique lagrangienne.Son étude est l'objet de la setion 6.2.Deuxième hangement de variables, nous pouvons hoisir au lieu de x et y les variables z et z∗ dé�niespar

z =
x+ iy√

2

z∗ =
x− iy√

2
(6.14)A stritement parler, ei ne veut rien dire, puisque z et z∗ ne sont évidemment pas des variables indépen-dantes, et que de plus elles sont omplexes et non plus réelles. Mais on peut néanmoins les traiter omme desvariables indépendantes formellement, dans les opérations de di�érentiation des équations d'Euler�Lagrange(6.9). Le lagrangien s'érit, ave es nouvelles variables,

L(z, z∗, ż, ż∗) = mżż∗ −mω2zz∗. (6.15)L'équation d'Euler-Lagrange pour z∗ donne alors̈
z + ω2z = 0, (6.16)omme prévu, tandis que l'équation pour z donne l'équation omplexe onjugée. Ce hoix de variables noussera utile dans le hapitre 7.Remarque : non-uniité du lagrangienEtant donne un lagrangien L(x, ẋ, t), et une fontion Λ(x, t) quelonque, dé�nissons un nouveau lagran-gien par

L′(x, ẋ, t) ≡ L(x, ẋ, t) + ẋ
∂Λ

∂x
+
∂Λ

∂t

= L(x, ẋ, t) +
d

dt
Λ(x(t), t) (6.17)où, dans la deuxième équation, nous avons fait apparaître une dérivée par rapport au temps le long de latrajetoire x(t). La nouvelle ation S′ vaut don

S′ = S + [Λ(x(t), t)]t1t0 , (6.18)Elle ne di�ère de l'anienne que par un terme de bord. Si on �xe les valeurs de x aux extrémités, S′ et Sne di�èrent don que par une onstante, et si S est stationnaire, S′ le sera également. Les équations dumouvement déduites de L′ sont don les mêmes que elles déduites de L, e qui se retrouve diretement enutilisant les équations d'Euler-Lagrange.Cei resterait d'ailleurs vrai si Λ dépendait non seulement de x et t, mais aussi de ẋ. Dans e as,l'expression de dΛ/dt ferait apparaître la dérivée seonde ẍ, et le nouveau lagrangien L′ = L + dΛ/dtdépendrait aussi de ẍ, mais sans onséquene sur les équations du mouvement.6.1.2 Généralisation à plusieurs paramètresPosition du problèmeLe problème préédent onsistait à minimiser par rapport à une ou plusieurs fontions inonnues xa(t),qui étaient toujours des fontions d'un seul paramètre t. Cei permet par exemple de dérire le mouvementd'un ensemble de points matériels, ou d'osillateurs ouplés.Considérons à présent un problème plus omplexe, elui des vibrations longitudinales d'un élastique. Laseule di�érene ave le as préédent, 'est que l'élastique est omposé d'un grand nombre d'éléments delongueur, haun dérit par une variable dynamique xa(t). Il est plus élégant ii d'introduire une absisseurviligne s ontinue repérant les points matériels de l'élastique au repos, par exemple en mesurant la distane



6.1. PRINCIPE VARIATIONNEL : ÉQUATIONS D'EULER�LAGRANGE 91à une extrémité lorsque l'élastique est au repos. Lorsque l'élastique est mis en vibration, l'absisse d'un pointmatériel repéré par la oordonnée s sera alors une fontion de deux paramètres x(s, t), qui est la variabledynamique de e problème. Il reste à trouver une formulation lagrangienne adaptée à ette ériture.De même, le hamp életromagnétique est une fontion non plus de deux, mais de quatre oordonnéesd'espae-temps. Nous allons don généraliser le alul préédent en remplaçant le paramètre t par un nombrearbitraire D de paramètres xµ, ave µ = 0, · · · , D− 1. Dans les exemples i-dessous, x0 désignera le temps t.Nous emploierons dans tout e hapitre une notation ovariante, en érivant les paramètres sous la forme
xµ et les dérivées partielles d'un hamp ϕ sous la forme ∂µϕ. Cependant, ette notation n'est pas du toutindispensable ii, ar le ontenu de e hapitre n'a rien à voir ave la relativité : le tenseur métrique gµνn'interviendra nulle part dans les expressions.Equations d'Euler�LagrangeComme dans la setion 6.1.1, nous onsidérerons d'abord, pour simpli�er les éritures, le as où il n'y aqu'une seule variable dynamique (un seul �hamp�) que nous noterons ϕ et non plus x. x(t) est don remplaépar ϕ(x0, · · · , xD−1).Le lagrangien (dit souvent �densité de lagrangien�) est ette fois une fontion de 2D + 1 variables,
L(ϕ, ∂µϕ, x

µ). On onsidérera, pour des raisons pratiques, qu'il peut dépendre des dérivées de ϕ par rap-port à n'importe quel paramètre. Dans le as des vibrations longitudinales d'un élastique, par exemple (où
D = 2) l'énergie inétique fait intervenir une dérivée temporelle, tandis que l'énergie potentielle élastiquefait intervenir la dérivée par rapport à l'absisse urviligne.

t

x

Σ

V
d

D-1
σµ

Fig. 6.2 � Lorsqu'il y a plusieurs paramètres (ii D = 2), l'ation est l'intégrale du lagrangien sur un volumequelonque V de l'espae des paramètres. Son bord Σ est de dimension D − 1 (ii une ourbe).L'ation est l'intégrale du lagrangien sur un volume V de l'espae des paramètres, de dimension D :
S{ϕ} =

∫

V

L(ϕ, ∂µϕ, x
µ)dDx (6.19)le domaine d'intégration V a pour bord une variété de dimension D−1 (une hypersurfae) que nous noterons

Σ (voir Fig.6.2). De même qu'on avait �xé les extrémités de la trajetoire, 'est à dire les valeurs de x(t0) et de
x(t1), on va ii �xer les valeurs de ϕ sur le bord Σ. Comme auparavant, on va herher à quelle ondition sur
ϕ l'ation S est stationnaire, moyennant es onditions aux limites. On e�etue don une variation arbitrairedu hamp δϕ autour d'un hamp ϕ donné, et on alule la variation orrespondante de S au premier ordreen δϕ. Par analogie ave l'équation (6.3), nous érivons

S{ϕ+ δϕ} − S{ϕ} =

∫

V

(

∂L
∂ϕ

δϕ+
∂L

∂(∂µϕ)
∂µ(δϕ)

)

dDx, (6.20)où la sommation sur l'indie répété µ est sous-entendue dans le seond terme. L'étape suivante est l'intégra-tion par parties du seond terme : on érit pour ela
∂L

∂(∂µϕ)
∂µ(δϕ) = ∂µ

(

∂L
∂(∂µϕ)

δϕ

)

− ∂µ

(

∂L
∂(∂µϕ)

)

δϕ. (6.21)Le premier terme est une dérivée. Par intégration sur le volume V , il se réduit don à un terme de bord.Rappelons en e�et que pour une fontion f(x) arbitraire
∫

V

∂µf(x) dDx =

∮

Σ

f(x) dD−1σµ (6.22)



92 CHAPITRE 6. THÉORIE CLASSIQUE DES CHAMPSoù dD−1σµ désigne l'élément d'hypersurfae normal à Σ orienté vers l'extérieur (voir Fig.6.2). On obtientainsi une expression analogue à (6.4) :
S{ϕ+ δϕ} − S{ϕ} =

∫

V

(

∂L
∂ϕ

− ∂µ
∂L

∂(∂µϕ)

)

δϕ dDx+

∮

Σ

∂L
∂(∂µϕ)

δϕ dD−1σµ. (6.23)Comme dans le as préédent, le terme de bord s'annule puisqu'on impose que δϕ s'annule sur Σ. La variationde S au premier ordre devant être nulle quel que soit δϕ, on en déduit l'équation d'Euler-Lagrange
∂L
∂ϕ

− ∂µ
∂L

∂(∂µϕ)
= 0. (6.24)Dans le deuxième terme de ette équation, ∂L/∂(∂µϕ) est une fontion de ϕ et des ∂µϕ qui eux-mêmesdépendent du point xµ où l'on se trouve. En prenant sa dérivée par rapport à xµ, on dérive don uneomposée de fontions. Il apparaît des termes linéaires dans les dérivées partielles du seond ordre ∂µ∂νϕ.L'équation d'Euler-Lagrange est don en général une équation aux dérivées partielles du seond ordre.Extension à un nombre arbitraire de hampsLe alul fait i-dessus se généralise immédiatement à un nombre arbitraire de hamps ϕa(x), ave

a = 1, · · · , N . Le lagrangien est une fontion arbitraire des hamps ϕa, de leurs dérivées partielles du premierordre, et des paramètres xµ, soit une fontion de N +ND +D variables. Les équations d'Euler-Lagrange :
∂L
∂ϕa

− ∂µ
∂L

∂(∂µϕa)
= 0, a = 1, · · · , N (6.25)forment un système de N équations aux dérivées partielles, à N fontions inonnues. On retiendra eséquations, qui seront utilisées fréquemment par la suite. Dans le as partiulier où le lagrangien est unesomme des termes dont haun dépend d'un seul hamp φa, on obtient des équations indépendantes pourhaun des φa. Mais dans le as général, es équations sont ouplées.Non-uniité du lagrangienNous avons noté que dans le as de la méanique lassique, on pouvait ajouter au lagrangien la dérivée den'importe quelle fontion par rapport au temps sans hanger les équations du mouvement. Cei se généraliseaisément. Etant donné L(ϕa, ∂µϕa, x

µ) et une fontion vetorielle quelonque Λµ(ϕa, x
µ), on peut dé�nir unnouveau lagrangien

L′(ϕa, ∂µϕa, x
µ) ≡ L(ϕa, ∂µϕa, x

µ) + (∂µϕa)
∂Λµ

∂ϕa
+
∂Λµ

∂xµ

= L(ϕa, ∂µϕa, x
µ) + ∂µΛµ(ϕa(x), xµ) (6.26)où, dans la deuxième équation, on prend en ompte le fait que ϕa dépend de x pour aluler la dérivée. Lanouvelle ation ne di�ère de l'anienne que par un terme de surfae :

S′ = S +

∫

V

∂µΛµdDx

= S +

∮

Σ

ΛµdD−1σµ (6.27)et les équations du mouvement ne sont pas modi�ées. Λµ pourrait plus généralement dépendre des dérivéesdes hamps ∂µϕa, sans modi�er le résultat (voir l'exerie 6.3.4).6.1.3 Exemple : équation d'onde à une dimensionCommençons par un exemple à deux paramètres, 'est à dire où D = 2 : la propagation d'une ondeà la vitesse c suivant un axe x, dérite par une amplitude s(t, x). L'équation d'onde peut être déduite dulagrangien
L (s, ∂ts, ∂xs, t, x) =

1

2 c2
(∂ts)

2 − 1

2
(∂xs)

2. (6.28)Le fateur 1/2 est purement onventionnel : l'équation d'Euler-Lagrange (6.24) étant linéaire en L, on nehange pas l'équation du mouvement en multipliant L par une onstante. Remarquons que e lagrangien est



6.2. SYMÉTRIES ET LOIS DE CONSERVATION 93indépendant de s, t et x : nous y reviendrons dans la setion 6.2.4. Les équations d'Euler-Lagrange (6.24)s'érivent
∂L
∂s

− ∂t
∂L

∂(∂ts)
− ∂x

∂L
∂(∂xs)

= 0. (6.29)Le premier terme s'annule ar le lagrangien ne dépend pas de s. On a par ailleurs, d'après (6.28),
∂L

∂(∂ts)
=

1

c2
∂ts

∂L
∂(∂xs)

= −∂xs (6.30)et l'équation (6.29) devient
− 1

c2
∂2

t s+ ∂2
xs = 0, (6.31)où l'on reonnaît bien l'équation d'onde à une dimension. D'autres exemples importants sont étudiés dansles exeries 6.3.2 et 6.3.3.6.2 Symétries et lois de onservationLe formalisme lagrangien est partiulièrement bien adapté à l'étude des symétries d'un système. En e�et,si l'ation est inhangée dans une ertaine transformation (variation des hamps, translation dans l'espaeet dans le temps, transformation de Lorentz, et.), alors ses extremums seront naturellement inhangés : leséquations du mouvement des hamps véri�eront don automatiquement les symétries de l'ation.De plus, nous allons montrer qu'à toute symétrie ontinue de l'ation est assoiée une quantité onservée,en ommençant omme dans la setion préédente par le as, plus simple, d'un seul paramètre.6.2.1 Théorème de Noether en méanique lassiqueVariation de la variable dynamique xConsidérons une fontion x(t) véri�ant l'équation d'Euler-Lagrange (6.7), et une variation in�nitésimale

δx de ette variable dynamique, pouvant dépendre de x et de t, dont nous n'imposons plus qu'elle soitnulle aux extrémités. Cette variation est représentée sur la �gure 6.3. La variation de l'ation dans ette
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Fig. 6.3 � Changement de variable in�nitésimal x(t) → x(t) + δx(t), e�etué pour une valeur donnée de t.transformation in�nitésimale est donnée par l'équation (6.4). Puisque x(t) est par hypothèse solution del'équation (6.7), seul le terme de bord reste :
S{x+ δx} − S{x} =

[

∂L

∂ẋ
δx(t)

]t1

t0

. (6.32)Si la transformation x(t) → x(t) + δx(t) laisse l'ation inhangée, alors le membre de gauhe s'annule, et leterme entre rohets a la même valeur en t0 et t1. Si ei est vrai pour toute valeur de t1, alors la quantité



94 CHAPITRE 6. THÉORIE CLASSIQUE DES CHAMPSentre rohets est indépendante de t : 'est une onstante du mouvement, qu'on notera Q :
Q ≡ ∂L

∂ẋ
δx. (6.33)Prenons un exemple élémentaire, elui d'un point matériel libre, dont le lagrangien s'érit L(x, ẋ, t) = mẋ2/2.Du fait que L est indépendant de x, l'ation est invariante par une translation in�nitésimale x(t) → x(t) + δave δ indépendant du temps. Dans e as partiulier, on obtient que ∂L/∂ẋ = mẋ est une onstante dumouvement. Dans la suite, on utilisera la notation

p ≡ ∂L

∂ẋ
, (6.34)qui est par dé�nition l'impulsion anonique assoiée à x. Elle orrespond à la quantité de mouvement pourune partiule dans un potentiel.Cas de plusieurs variables dynamiques ; exempleLe résultat préédent se généralise immédiatement au as de N variables dynamiques xa(t), subissantune transformation in�nitésimale xa(t) → xa(t) + δxa(t). δxa peut être une fontion quelonque de tous les

xa et de t. Si l'ation est invariante dans ette transformation, la quantité onservée assoiée, dite harge deNoether, est
Q ≡

N
∑

a=1

∂L

∂ẋa
δxa =

N
∑

a=1

paδxa. (6.35)A titre d'illustration, reprenons l'exemple d'un point matériel en mouvement dans un plan (x, y) sous l'ationd'une énergie potentielle ne dépendant que de r ≡√x2 + y2, 'est à dire d'une fore entrale onservative :
L(x, ẋ, y, ẏ) =

m

2
(ẋ2 + ẏ2) − U

(

√

x2 + y2
)

. (6.36)Le lagrangien est invariant par rotation autour de l'origine. Pour appliquer le théorème de Noether, onommene par érire la variation des variables dynamiques x et y dans une rotation in�nitésimale, d'angle
ǫ≪ 1 dans le plan s'érit

δx = −ǫy
δy = ǫx. (6.37)La onstante du mouvement donnée par l'équation (6.35) s'érit dans e as

Q = mǫ(−ẋ y + ẏ x). (6.38)Le théorème de Noether nous dit que ette quantité est onservée. Le paramètre ǫ étant onstant et arbitraire,on aura toujours une quantité onservée en divisant par ǫ. On reonnaît alors l'expression du momentinétique. On retrouve don par ette méthode la onservation du moment inétique dans un mouvement àfore entrale. Notons que, de même que les équations d'Euler-Lagrange, l'expression de la harge de Noether(6.35) est valable quel que soit le système de variables hoisi (voir exerie 6.3.1).Les transformations onsidérées ii, qui peuvent mélanger entre elles les variables xa mais laissent leparamètre t inhangé, sont dites symétries internes . Notons que pour une symétrie interne, l'invariane del'ation équivaut à l'invariane du lagrangien, puisqu'on ne hange pas l'élément d'intégration dt. Ce ne seraplus le as en général dans le paragraphe suivant, lorsque nous onsidérerons une transformation a�etantégalement le paramètre t.Variation du paramètre tConsidérons à présent une lasse de transformations plus générales, portant également sur le paramètre
t. Celui-i subit une transformation in�nitésimale t → t′ ≡ t+ δt(t), où δt(t) est une fontion de t arbitrairemais in�nitésimale. Après ette transformation, les extrémités de la trajetoire deviennent t0 + δt(t0) et
t1 + δt(t1). La variable dynamique x(t) subit également une transformation in�nitésimale x(t) → x′(t). Nouspouvons érire ette variation sous deux formes. Soit nous omparons les valeurs de x pour la même valeurde t, omme préédemment (�gure 6.3). Nous noterons δ̄x(t) la variation orrespondante :

δ̄x(t) ≡ x′(t) − x(t). (6.39)



6.2. SYMÉTRIES ET LOIS DE CONSERVATION 95Mais puisqu'on a aussi transformé le paramètre t, il est en fait plus naturel de onsidérer un autre type devariation, noté δx(t) :
δx(t) ≡ x′(t′) − x(t). (6.40)Cette variation est représentée sur la �gure 6.4. En remplaçant t′ par t+ δt dans la dernière équation, et endéveloppant au premier ordre, on obtient

δx(t) − δ̄x(t) = ẋ(t)δt(t), (6.41)où nous avons, dans le seond membre, onfondu x et x′ puisque nous nous limitons aux variations dupremier ordre. Evaluons maintenant la variation de l'ation dans ette transformation. Il faut omparer les
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Fig. 6.4 � Transformation in�nitésimale portant à la fois sur la variable dynamique x et sur le paramètre
t. Celui-i est hangé en t′ = t+ δt, où δt est une fontion du temps. De même, x(t) est hange en x′(t′) =
x(t)+δx(t). Les petits veteurs en pointillés reliant les deux trajetoires ont pour absisse δt et pour ordonnée
δx.ations des deux trajetoires représentées sur la �gure 6.4. Si on onsidère la variation de x pour t donné,'est à dire δ̄x(t), la seule di�érene par rapport à la �gure 6.3 vient des extrémités de la trajetoire : il fautprendre en ompte le fait que l'ation de la trajetoire modi�ée est intégrée de t0 + δt(t0) à t1 + δt(t1), etnon plus de t0 à t1. Cei introduit un terme supplémentaire, et l'équation (6.32) devient

S{x+ δx, t+ δt} − S{x, t} =
[

p δ̄x(t) + L δt(t)
]t1

t0
. (6.42)Si l'ation est inhangée dans la transformation onsidérée, alors le terme entre rohets est une onstante dumouvement, qu'on notera de nouveau Q. En général, on l'exprime en fontion de δx, non de δ̄x. L'équation(6.41) permet d'érire

Q ≡ p δx− (p ẋ− L) δt. (6.43)La généralisation à un nombre N de variables dynamiques xa est immédiate. On dé�nit le hamiltonien par
H ≡ −L+

N
∑

a=1

pa ẋa (6.44)L'expression de la quantité onservée Q est alors
Q = −Hδt+

N
∑

a=1

paδxa. (6.45)C'est la forme la plus générale du théorème de Noether en méanique lassique. En partiulier, si le lagrangienne dépend pas expliitement du temps, 'est à dire si L ne dépend que des xa et des ẋa, alors il est inhangépar une translation in�nitésimale t→ t′ = t+ δ, où δ est indépendant du temps, si on hoisit x′a(t′) = xa(t),'est à dire si δxa = 0 (voir �gure 6.5). Comme l'élément d'intégration dt n'est pas modi�é par une translation,l'ation est également inhangée. Le théorème de Noether montre alors que le hamiltonien H est indépendantdu temps : 'est par dé�nition l'énergie méanique du système.
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Fig. 6.5 � Translation in�nitésimale dans le temps, t→ t+ δ. Dans e as, δx(t) s'annule, mais pas δ̄x(t).6.2.2 Générateur des transformations in�nitésimalesCette setion est une parenthèse formelle, sans lien ave la suite de e hapitre, mais qui nous sera utiledans les hapitres suivants.Dans le formalisme hamiltonien, ou anonique, on dit que la harge de Noether (6.45) est le générateurde la transformation in�nitésimale orrespondante. Ainsi, vous avez sans doute appris dans votre ours deméanique quantique que l'impulsion est le générateur des translations in�nitésimales, et le moment inétiquele générateur des rotations in�nitésimales. Plaçons-nous don dans le adre de la méanique quantique. Lesrésultats qui suivent se transposent à la méanique lassique en remplaçant les ommutateurs par des rohetsde Poisson.Rappelons tout d'abord que les relations de ommutation anoniques stipulent [xa, pb] = i~δa,b. D'autrepart, les relations de Ehrenfest donnent dans la représentation de Heisenberg [xa, H ] = i~ẋa. Calulons alorsle ommutateur de la harge de Noether (6.45) ave une quelonque des variables dynamiques xa :
[Q, xa] = −[Hδt, xa] +

N
∑

b=1

[pbδxb, xa]. (6.46)Or les variations δt et δxb ne dépendent par hypothèse que des variables dynamiques xb et de t, pas desimpulsions onjuguées pa. Par onséquent, xa ommute ave les δxb et ave δt. On peut alors érire
[Q, xa] = −[H,xa]δt+

N
∑

b=1

[pb, xa]δxb

= −i~ (−ẋa δt+ δxa). (6.47)En omparant ave l'équation (6.41), nous reonnaissons l'expression de δ̄xa, dé�nie par (6.39). On a donen dé�nitive
[Q, xa(t)] = −i~ δ̄xa(t) = −i~ (x′a(t) − xa(t)). (6.48)On peut don onstruire la transformation in�nitésimale diretement au moyen de la harge Q :

x′a(t) = xa(t) +
i

~
[Q, xa(t)]. (6.49)C'est pour ette raison qu'on dit que Q est le générateur des transformations in�nitésimales. C'est un résultattrès général, qui est valable même si la transformation onsidérée n'est pas une transformation de symétrie.6.2.3 Théorème de Noether en théorie des hampsLe théorème de Noether se généralise failement au as où il y a plus d'un paramètre. Nous suivonsla même démarhe que pour la méanique lassique, en onsidérant une transformation n'a�etant que lesvariables dynamiques, puis une transformation a�etant également les paramètres du hamp.



6.2. SYMÉTRIES ET LOIS DE CONSERVATION 97Symétrie interneSoit une transformation in�nitésimale loale ϕ(x) → ϕ(x)+δϕ(x) où la transformation δϕ est une fontionquelonque de ϕ et des paramètres d'espae-temps xµ. La variation de l'ation dans ette transformation estdonnée par (6.23). Si ϕ est solution des équations d'Euler�Lagrange, seul reste le terme de bord :
S{ϕ+ δϕ} − S{ϕ} =

∮

S

∂L
∂(∂µϕ)

δϕ dD−1σµ. (6.50)On dé�nit le ourant de Noether par
Jµ ≡ ∂L

∂(∂µϕ)
δϕ. (6.51)L'équation (6.50) se rérit alors

S{ϕ+ δϕ} − S{ϕ} =

∮

S

Jµ dD−1σµ =

∫

V

(∂µJ
µ) dDx, (6.52)où nous avons utilisé le théorème de Gauss pour la dernière égalité. Si l'ation est invariante dans la trans-formation onsidérée, alors le seond membre de l'équation est nul quel que soit le volume d'intégration V ,e qui implique que

∂µJ
µ = 0, (6.53)'est à dire que Jµ est un ourant onservé, tout omme le ourant életrique. Plus préisément, la quantitéonservée est la harge Q assoiée au ourant, qui s'érit à quatre dimensions d'espae-temps

Q ≡
∫

J0d3~x (6.54)où l'intégration est e�etuée pour une valeur donnée du temps t. Comme pour le ourant életrique, on peutinterpréter J0 omme une densité de harge, et les autres omposantes du ourant J i omme le �ux assoié.Remarque : pour que l'intégrale sur tout l'espae soit bien dé�nie, il faut que J0 s'annule rapidementpour |~x| → +∞. De plus, pour que la harge Q soit onservée, il faut également que le �ux ~J s'annule pour
|~x| → +∞. On supposera toujours que les hamps sont nuls pour |~x| → +∞, e qui entraîne en général queles ourants de Noether Jµ s'annulent également.Symétrie d'espae�temps ; tenseur d'énergie�impulsionConsidérons maintenant une transformation in�nitésimale a�etant simultanément les paramètres xµ →
x′µ et le hamp ϕ(x) → ϕ′(x). Par analogie ave les équations (6.39) et (6.40), nous dé�nissons

δ̄ϕ(x) ≡ ϕ′(x) − ϕ(x)
δϕ(x) ≡ ϕ′(x′) − ϕ(x), (6.55)qui sont reliés par une équation analogue à (6.41) :

δϕ(x) − δ̄ϕ(x) = δxµ(x)∂µϕ(x), (6.56)où l'on a bien sur posé δxµ = x′µ −xµ. Comme dans le as de la méanique lassique, la variation de l'ationse alule failement en un point donné xµ, 'est à dire en introduisant δ̄ϕ(x). Par analogie ave (6.42), onobtient
S{ϕ+ δϕ} − S{ϕ} =

∮

S

(

∂L
∂(∂µϕ)

δ̄ϕ + Lδxµ

)

dD−1σµ. (6.57)Le terme entre parenthèses est le ourant de Noether, qu'on exprime généralement en fontion de δϕ, aumoyen de l'équation (6.56) :
Jµ ≡ ∂L

∂(∂µϕ)
δϕ− ∂L

∂(∂µϕ)
(∂νϕ)δxν + Lδxµ. (6.58)On dé�nit le tenseur d'énergie�impulsion par

T µ
ν ≡ ∂L

∂(∂µϕ)
∂νϕ− L δµ

ν , (6.59)



98 CHAPITRE 6. THÉORIE CLASSIQUE DES CHAMPSe qui permet d'exprimer le ourant de Noether sous la forme suivante :
Jµ =

∂L
∂(∂µϕ)

δϕ− T µ
νδx

ν . (6.60)Cette équation généralise (6.51). En partiulier, lorsque le lagrangien ne dépend pas expliitement du para-mètre xν , l'ation est invariante par la translation suivante :
δxν = ǫ
δxρ = 0 si ρ 6= ν

δϕ(x) = 0, (6.61)où ǫ est un réel arbitrairement petit. Dans e as, on a simplement Jµ = −T µ
νǫ, et la onservation de Jµimplique, en simpli�ant par ǫ,

∂µT
µ
ν = 0, (6.62)qui est l'équation de onservation du tenseur d'énergie-impulsion. Comme ν peut prendre D valeurs, onobtient D harges onservées

Pν ≡
∫

T 0
νd

3~x (6.63)où l'intégrale s'e�etue pour une valeur donnée de t. P0 orrespond à l'énergie totale du hamp, et l'impulsionest donnée par −Pi (voir plus bas l'exemple de l'onde à une dimension, Se. 6.2.4), 'est à dire P i ave unenotation ovariante. Les équations (6.59) et (6.63) permettent de donner une dé�nition générale de l'énergieet de l'impulsion d'un hamp, même si le lagrangien dépend des paramètres d'espae-temps (auquel asl'énergie et l'impulsion ne sont plus néessairement onservées).Bien que l'intégrale sur tout l'espae de T 0
0 orresponde à l'énergie totale, nous verrons qu'on ne peutpas toujours interpréter T 0

0 omme une densité d'énergie. C'est le as en partiulier pour le hamp életro-magnétique, où T 0
0 n'est pas dé�nie positive (voir exerie 6.3.3). De même, la densité d'impulsion n'est pastoujours donnée par −T 0

i.Généralisation à plusieurs hampsElle s'e�etue très simplement. Notons que la variation des hamps δϕa(x) peut alors dépendre de tousles autres hamps ϕb. L'expression du tenseur d'énergie�impulsion dit anonique est
T µ

ν ≡ −L δµ
ν +

N
∑

a=1

∂L
∂(∂µϕa)

∂νϕa. (6.64)Nous avons ii expliité la sommation sur l'indie répété a. Le ourant de Noether s'érit don, sous sa formela plus générale,
Jµ = −T µ

νδx
ν +

N
∑

a=1

∂L
∂(∂µϕa)

δϕa. (6.65)On retiendra les deux dernières équations, qui sont générales et d'une importane apitale en théorie deshamps.6.2.4 Exemples : symétries de l'équation d'onde à une dimensionLe lagrangien (6.28) a plusieurs propriétés de symétrie. Tout d'abord, il ne dépend pas expliitement duhamp s, et il est don invariant par la transformation de symétrie interne δs(x, t) = ǫ, où ǫ est un réelarbitraire. Le ourant de Noether assoié à ette symétrie est donné par l'équation (6.51), où on remplae ϕpar s. L'indie µ prend ii deux valeurs, orrespondant aux paramètres t et x. Comme il s'agit d'une symétrieinterne, on a par ailleurs δxµ = 0. Il vient
Jµ =

∂L
∂(∂µs)

(6.66)où nous avons divisé par la onstante arbitraire ǫ. Il s'agit d'un ourant à deux omposantes :
J t =

∂L
∂(∂ts)

=
1

c2
∂ts

Jx =
∂L

∂(∂xs)
= −∂xs. (6.67)



6.3. EXERCICES 99Son équation de onservation s'érit
∂µJ

µ = ∂tJ
t + ∂xJ

x =
1

c2
∂2

t s− ∂2
xs = 0, (6.68)où l'on reonnaît l'équation d'onde (6.31) : l'équation de onservation déduite du théorème de Noether peuttoujours être déduite diretement des équations d'Euler-Lagrange.On peut également aluler le tenseur d'énergie-impulsion à partir de la dé�nition (6.59) :

T t
t =

1

2 c2
(∂ts)

2 +
1

2
(∂xs)

2

T t
x =

1

c2
(∂ts)(∂xs)

T x
t = −(∂ts)(∂xs)

T x
x = −T t

t. (6.69)On véri�era expliitement, à titre d'exerie, que les équations de onservation de l'énergie, ∂tT
t
t +∂xT

x
t = 0,et de l'impulsion, ∂tT

t
x + ∂xT

x
x = 0, sont ii enore des onséquenes de l'équation du mouvement d'Euler-Lagrange (6.31).On remarque que T t

t est dé�ni positif, e qui permet de l'interpréter omme une densité d'énergie : lepremier terme est la densité d'énergie inétique, et le seond la densité d'énergie potentielle élastique. T x
torrespond alors au �ux d'énergie.La densité d'impulsion est donnée par −T t

x et non par T t
x. Pour le voir, nous onsidérons une ondeprogressive se déplaçant vers les x roissants, à laquelle on va naturellement attribuer une impulsion positive.La solution est alors de la forme s(x, t) = f(x − ct) (voir exerie 5.6.3), qui est automatiquement unesolution de l'équation d'onde (6.31) quelle que soit la fontion f . La deuxième des équations (6.69) donnealors T t

x = − 1
c [f ′(x− ct)]

2, qui est toujours négatif, e qui onduit à assimiler la densité d'impulsion à
−T t

x. Le �ux d'impulsion est don naturellement −T x
x.6.3 ExeriesLe premier exerie porte sur la méanique lagrangienne. Les exeries 6.3.2 à 6.3.4 sont des exemplesimportants de lagrangiens utiles en théorie des hamps. Le problème 6.3.6 est une appliation du formalismeà un problème onret. Les exeries 6.3.7 à 6.3.9 portent sur diverses symétries d'espae-temps, et sur lespropriétés du tenseur d'énergie�impulsion qui en déoulent. En�n, les exeries 6.3.10 à 6.3.12 montrent qu'ilexiste d'autres tenseurs d'énergie�impulsion que elui donné par le formalisme anonique, et qui s'avèrentsouvent utiles.6.3.1 Moment inétique de l'osillateur harmoniqueSur l'exemple de l'osillateur harmonique à deux dimensions, le théorème de Noether (6.35) nous apermis de retrouver l'expression du moment inétique en oordonnées artésiennes (6.38). Nous allons véri�erexpliitement que le théorème de Noether donne le même résultat après hangement de variables.1. En oordonnées ylindriques, l'expression du lagrangien est (6.11). Comment se transforment r et θ dansune rotation in�nitésimale d'angle ǫ ≪ 1 autour de l'origine ? En appliquant le théorème de Noether, endéduire l'expression du moment inétique, et véri�er qu'elle oïnide bien ave l'expression (6.38).2. Répéter l'exerie ave les oordonnées omplexes z et z∗ dé�nies par l'équation (6.14), dans lesquelles lelagrangien a pour expression (6.15).6.3.2 Lagrangien de Klein�Gordon1. Champ salaire réel : Soit Φ(xµ) une variable dynamique réelle de lagrangien

L (Φ, ∂µΦ, xµ) =
1

2
(∂µΦ)(∂µΦ) − 1

2
m2Φ2. (6.70)On notera que e lagrangien est un salaire de Lorentz si on transforme Φ(x) omme un salaire (Φ′(x′) =

Φ(x)). Erire l'équation d'Euler-Lagrange pour e hamp et véri�er qu'on retrouve l'équation de Klein�Gordon.



100 CHAPITRE 6. THÉORIE CLASSIQUE DES CHAMPSLorsque le lagrangien est indépendant des xµ et quadratique dans les hamps, l'équation d'Euler-Lagrangeest linéaire, homogène, et à oe�ients onstants. On dit alors que le hamp est libre. Le lagrangien (6.70)est dit lagrangien du hamp salaire réel libre.2. Champ salaire omplexe : On onsidère maintenant deux hamps salaires réels Φ1(x) et Φ2(x) de mêmemasse, dont le lagrangien est la somme des lagrangiens assoiés à Φ1 et Φ2, donnés par (6.70). Nous dé�nissonsle hamp omplexe Φ(x) par
Φ =

Φ1 + iΦ2√
2

Φ∗ =
Φ1 − iΦ2√

2
, (6.71)(le hangement de variables analogue à elui e�etué pour l'osillateur à deux dimensions, f. Eq.(6.14)).Véri�er que le lagrangien s'érit alors

L(Φ, ∂µΦ,Φ∗, ∂µΦ∗) = (∂µΦ∗)(∂µΦ) −m2 Φ∗ Φ. (6.72)Bien que Φ et Φ∗ ne soient pas des variables indépendantes, on peut les traiter omme tels dans les opérationsde di�érentiation des équations d'Euler�Lagrange (6.25), omme on l'a fait pour les variables omplexes del'osillateur harmonique (6.14). Véri�er qu'on retrouve bien ainsi l'équation de Klein�Gordon pour Φ(x). Lelagrangien (6.72) est dit lagrangien du hamp salaire omplexe libre.3. Symétrie interne : Véri�er que le lagrangien (6.72) est invariant par la transformation de symétrie interne
Φ(x) → eiǫΦ(x), où ǫ est un réel arbitraire. Erire la forme des transformations in�nitésimales pour Φ et
Φ∗ ; en déduire l'expression du ourant de Noether assoié. Véri�er qu'il est bien onservé. Nous verrons queette invariane par rotation dans le plan omplexe est à l'origine de la onservation de la harge életriqueen théorie des hamps.4. Energie et impulsion : Caluler T µν pour le hamp salaire omplexe. Véri�er que T 00 est bien unequantité dé�nie positive, qu'on peut interpréter omme une densité d'énergie. Donner l'expression de ladensité d'impulsion T 0i.5. Quelle est la forme la plus générale du lagrangien pour un hamp salaire réel libre Φ(x) si on imposel'invariane de Lorentz et l'invariane par translation ? Le hoix (6.70) représente-t-il une perte de généralité ?6.3.3 Lagrangien du hamp életromagnétiqueDans le as des équations de Maxwell, on hoisit pour variables dynamiques le potentiel du hampéletromagnétique Aν(x), qui a quatre omposantes réelles. Le lagrangien est dé�ni par

L(Aν , ∂µA
ν , xµ) = −1

4
FµνFµν − jν(x)Aν , (6.73)où Fµν = ∂µAν−∂νAµ. De même que le lagrangien (6.70), il est salaire de Lorentz pourvu qu'on transforme

jµ et Aµ omme des veteurs. Contrairement aux exemples onsidérés jusqu'ii, le lagrangien dépend ettefois expliitement des paramètres d'espae-temps à travers la densité de ourant jν(x).1. Véri�er que
L =

1

2
( ~E2 − ~B2) − ρV +~j · ~A. (6.74)2. Montrer que le lagrangien se rérit sous la forme

L(Aν , ∂µA
ν , xµ) = −1

2
∂µAν(∂µAν − ∂νAµ) − jν(x)Aν . (6.75)Cette forme est plus ommode pour les aluls.3. Véri�er que
∂L

∂(∂µAν)
= −Fµν (6.76)4. Erire les équations d'Euler-Lagrange pour le hamp Aµ(x). Véri�er qu'on retrouve le deuxième grouped'équations de Maxwell.5. On e�etue une transformation de jauge Aµ(x) → Aµ(x)+∂µΛ(x). Véri�er que la variation du lagrangiense met sous la forme

δL = ∂µ(jµΛ). (6.77)Que peut-on en déduire ?



6.3. EXERCICES 1016. Tenseur d'énergie�impulsion anonique : Véri�er que
T µ

ν = −Fµρ∂νAρ − L δµ
ν . (6.78)7. Energie du hamp életromagnétique : Véri�er l'expression

T 0
0 =

1

2

(

~E2 + ~B2
)

+ ~E · ~∇V + ρV −~j · ~A. (6.79)En utilisant les équations de Maxwell, mettre e résultat sous la forme
T 0

0 =
1

2

(

~E2 + ~B2
)

+ ~∇ · ( ~E V ) −~j · ~A. (6.80)Dans le as d'un hamp libre (ρ = 0 et ~j = ~0), on ne retrouve pas la densité d'énergie usuelle. Il apparaîten plus un terme ~∇ · ( ~E V ). A ause de e terme, T 0
0 n'est pas dé�nie positive, et ne peut être interprétéeomme une densité d'énergie. Véri�er que e terme supplémentaire ne ontribue pas à l'énergie totale.8. Impulsion du hamp életromagnétique : Véri�er que T 0i = −T 0

i = ~E · ∂i
~A. Mettre e résultat sous laforme T 0i = ( ~E × ~B)i + ~E · ~∇Ai. Le premier terme est l'expression usuelle de la densité d'impulsion, ouveteur de Poynting. Montrer, au moyen d'une intégration par parties, que le deuxième terme ne ontribuepas à l'impulsion totale du hamp en l'absene de harges.6.3.4 Champ vetoriel libreLe lagrangien du hamp életromagnétique (6.73) en l'absene de ourant (jµ = 0) est un exemplede lagrangien possible pour un hamp vetoriel libre Aµ(x). Dans et exerie, nous allons en étudier lesgénéralisations.Nous allons tout d'abord herher la forme la plus générale du lagrangien d'un hamp vetoriel libre

Aµ(x) qui soit invariante par transformation de Lorentz et par parité. Le lagrangien d'un hamp libre doitêtre une forme quadratique des omposantes Aµ(x) et de leurs dérivées premières ∂µA
ν(x). En herhant àformer des salaires de Lorentz par ontration, on arrive failement à

L = a(∂µAν)(∂µAν) + b(∂µAν)(∂νAµ) + c(∂µA
µ)2 + dAµAµ (6.81)où a, b, c et d sont des oe�ients réels et onstants.1. On pose

Λµ ≡ Aν∂νA
µ −Aµ∂νA

ν . (6.82)En utilisant le fait qu'on peut rajouter à L un terme proportionnel à ∂µΛµ sans hanger les équations dumouvement (voir Se. 6.1.2), montrer qu'on peut supposer b = −a dans l'équation (6.81), sans perte degénéralité.2. Le lagrangien de Stuekelberg est dé�ni par
L = −1

4
FµνF

µν − λ

2
(∂µA

µ)
2

+
m2

2
AµAµ (6.83)où Fµν = ∂µAν − ∂νAµ, et λ et m désignent deux onstantes réelles et positives. Quelle perte de généralitéimplique-t-il ?3. Véri�er que les équations d'Euler-Lagrange pour e lagrangien s'érivent

∂µF
µν − λ∂ν(∂ρA

ρ) +m2Aν = 0. (6.84)4. On introduit le hamp salaire ϕ(x) ≡ ∂µA
µ(x).a) Déduire des équations d'Euler-Lagrange que si si λ = 0 et m 6= 0, alors ϕ(x) = 0.b) Montrer de même que si λ 6= 0, alors ϕ(x) est solution d'une équation de Klein�Gordon. Quelle est samasse M ? Expliquer pour quelle raison physique il est néessaire d'avoir λ > 0.) Expliquer, en utilisant les résultats des questions a) et b), pourquoi la limite λ = m = 0 (as de l'életro-magnétisme) n'est pas la même suivant que l'on fait tendre d'abord λ ou m vers 0.5. Dans le as où λ 6= 0, on dé�nit le hamp vetoriel

AT
µ ≡ Aµ +

1

M2
∂µϕ. (6.85)Véri�er que ∂µA

T µ = 0 (on dit que le hamp est �transversal�). Montrer que haque omposante AT
µ estsolution d'une équation de Klein�Gordon de masse m.



102 CHAPITRE 6. THÉORIE CLASSIQUE DES CHAMPS6.3.5 Lagrangien �topologique�On ajoute au lagrangien du hamp életromagnétique un terme, dit topologique, de la forme
δL =

λ

4
Fµν F̃

µν , (6.86)où F̃µν désigne le tenseur dual, dé�ni par l'équation (1.35), et λ une onstante multipliative.1. Véri�er que δL = ∂µJ
µ, où

Jµ = ǫµνρσAν∂ρAσ. (6.87)En déduire que le terme supplémentaire ne modi�e pas les équations du mouvement.2. Véri�er l'expression suivante en fontion des hamps usuels
J0 = ~A · ~B
~J = V ~B − ~A× ~E. (6.88)Véri�er sous ette forme l'équation ∂0J

0 + ~∇ · ~J = δL.6.3.6 Potentiel de YukawaL'objet de et exerie est de montrer que la fore exerée par l'intermédiaire d'un hamp salaire estattrative entre deux soures identiques, alors qu'elle est répulsive dans le as de l'életromagnétisme. C'estnotamment le as pour l'interation entre deux nuléons, dont l'interation à grande distane est dérite parl'éhange d'un hamp salaire, assoié à une partiule de spin nul, le pion.Soit un hamp salaire lassique ϕ(x) interagissant ave des soures extérieures, dont la densité volumique
ρ(x) (homogène à l'inverse d'un volume) est donnée. Le lagrangien est donné par

L(ϕ, ∂µϕ, x) =
1

2
(∂µϕ) (∂µϕ) − 1

2
m2ϕ2 − fρ(x)ϕ, (6.89)

f étant une onstante de ouplage.1. Quelle est la dimension de f dans un système d'unités où ~ = c = 1 ?2. Erire l'équation d'Euler-Lagrange pour le hamp ϕ(x).3. Donner l'expression de l'énergie totale E du hamp dans le as général puis dans le as statique, où ρ et
ϕ sont indépendants du temps..4. On se plae dorénavant dans le as statique. Montrer au moyen d'une intégration par parties que si lehamp ϕ(~x) s'annule à l'in�ni,

E =
f

2

∫

ρ(~x)ϕ(~x)d3~x. (6.90)Connaissez-vous une formule analogue en életrostatique ?5. Soient deux soures dont les distributions ρA(~x) et ρB(~x) sont données. Déduire du résultat préédent queleur énergie d'interation est
EAB = f

∫

ρA(~x)ϕB(~x)d3~x = f

∫

ρB(~x)ϕA(~x)d3~x, (6.91)
ϕA (resp. ϕB) étant le hamp réé par la distribution ρA (resp. ρB).6. On note G(~x) la valeur du hamp ϕ(~x) réé par une soure indépendante du temps ρ(~x) = δ3(~x). Calulerla transformée de Fourier G̃(~k) et en déduire l'expression de G(~x). On donne

∫

exp(−i~k · ~x)
k2 +m2

d3~k

(2π)3
=

1

4π|~x| exp(−m|~x|). (6.92)7. En déduire l'énergie d'interation de deux soures pontuelles A et B ave ρA(~x) = δ3(~x) et ρB(~x) =
δ3(~x − ~r). Véri�er que la fore qui en résulte est attrative. Yukawa, en 1935, tenta de modéliser de ettefaçon les interations entre nuléons, dont la portée est environ 1, 5 × 10−15m. Il introduisit pour ela unhamp massif ϕ(x) assoié à une partiule hypothétique, déouverte en 1947 et appelée �pion�. Quelle devaitêtre approximativement sa masse en MeV?8. Que devient l'énergie d'interation de la question préédente lorsque m = 0 ? Remarquer que la foreest attrative, alors qu'en életrostatique, l'interation de deux harges pontuelles identiques est répulsive.Pour omprendre d'où vient ette di�érene, on érira les équations de Maxwell puis l'énergie du hampéletromagnétique dans le as de l'életrostatique (~j = ~B = ~0, ρ et ~E indépendants du temps) et onomparera ave les résultats obtenus dans les questions préédentes.



6.3. EXERCICES 1036.3.7 Invariane par dilatation (1)Soit un hamp réel ϕ(x). On suppose que son ation est invariante par les transformations de dilatationdé�nies par
x′µ = λxµ

ϕ′(x′) = ϕ(x) (6.93)où λ est un réel positif quelonque.1. Véri�er que le ourant de N÷ther assoié à une dilatation in�nitésimale est Jµ = T µ
νx

ν .2. On suppose de plus que le lagrangien ne dépend pas expliitement des xµ. Déduire alors de l'équation deonservation de Jµ que T µ
µ = 0 : le tenseur d'énergie impulsion est de trae nulle.3. Véri�er que l'ation de l'onde à une dimension, déduite du lagrangien (6.28), est invariante par dilatation.Véri�er que son tenseur d'énergie�impulsion est bien de trae nulle.6.3.8 Invariane de LorentzSoit un lagrangien dérivant la dynamique d'un ensemble de hamps ϕa(x), a = 1, · · · , N . On supposequ'il est invariant dans les transformations de Lorentz dé�nies par

x′µ = Λµ
νx

ν

ϕ′
a(x′) = ϕa(x), (6.94)où Λ est la matrie d'une transformation de Lorentz quelonque.1. Comment quali�er un hamp ϕa qui se transforme suivant ette loi ? Donner un exemple de lagrangienpossédant ette propriété.2. Expliquer pourquoi l'invariane du lagrangien implique ii l'invariane de l'ation.3. On rappelle qu'une transformation de Lorentz in�nitésimale s'érit sous la forme δxµ = ωµνxν , où ωµν estun tenseur in�nitésimal antisymétrique. En déduire qu'il y a six ourants de Noether assoiés à l'invarianede Lorentz, que l'on peut érire sous la forme

Mµ,νρ = xνT µρ − xρT µν , (6.95)antisymétrique en ν et ρ. Pour haque paire d'indies ν et ρ di�érents, on a ainsi un ourant dont lesomposantes sont repérées par l'indie µ.4. Caluler les harges onservées assoiées aux transformations spéiales de Lorentz et interpréter physique-ment le résultat. On supposera que le lagrangien est également invariant par translation, et on supposera enoutre que T 00 et T 0i représentent bien la densité d'énergie et la densité d'impulsion du hamp.5. A partir de l'équation de onservation de Mµ,νρ, montrer que T µν est symétrique.6. Quelles sont les dimensions respetives de T 0i (densité d'impulsion) et T i0 (�ux d'énergie) dans le systèmed'unités international ? Quel système d'unités faut-il hoisir pour que T µν soit symétrique ?7. Caluler le tenseur d'énergie�impulsion du hamp salaire réel, dont le lagrangien est donné par l'équation(6.70), et véri�er qu'il est bien symétrique.8. Le tenseur d'énergie-impulsion du hamp életromagnétique T µν , déduit de (6.78) en remontant l'indie ν,n'est manifestement pas symétrique. Quelle hypothèse n'est pas véri�ée dans e as ? Expliquer, à la lumièrede la question 4., pourquoi il est alors di�ile d'interpréter T 00 omme une densité d'énergie et T 0i ommeune densité d'impulsion.6.3.9 Invariane onformeSoit un hamp ϕ(x).1. Erire le ourant de Noether assoié à la transformation in�nitésimale suivante, dite transformationonforme spéiale :
δxµ = (2xµxρ − gµ

ρx
νxν)ǫρ

δϕ(x) = 0 (6.96)



104 CHAPITRE 6. THÉORIE CLASSIQUE DES CHAMPSoù ǫρ est un veteur in�nitésimal quelonque, indépendant de x.2. On a montré dans les exeries 6.3.7 et 6.3.8 que si l'ation est invariante par translation, par dilatation etpar transformation de Lorentz, alors le tenseur d'énergie-impulsion est de trae nulle (T µ
µ = 0) et symétrique(T µν = T νµ). Montrer que le ourant onstruit à la question préédente est alors automatiquement onservé.3. On dé�nit la transformation d'inversion de entre aµ par

x′µ − aµ =
xµ − aµ

(xν − aν)(xν − aν)
. (6.97)� Quelle est la omposition de deux inversions de même entre ?� On onsidère une inversion de entre l'origine des oordonnées (aµ = 0) suivie d'une inversion deentre ǫµ, ave ǫµ in�nitésimal. En développant au premier ordre en ǫµ, montrer qu'on retrouve latransformation in�nitésimale de la question préédente, à une translation près.6.3.10 Non-uniité du ourant de Noether1. Soit Jµ le ourant de Noether, onservé, assoié à une symétrie ontinue de l'ation. On dé�nit un nouveauourant par

J ′µ = Jµ + ∂ρX
ρµ (6.98)où Xρµ est un tenseur antisymétrique dépendant des hamps et des paramètres d'espae-temps, dont onsuppose qu'il s'annule rapidement pour |~x| → +∞. Véri�er que le nouveau ourant est également onservé,et que la harge totale assoiée n'est pas modi�ée par ette transformation.2. On onsidère une modi�ation du lagrangien de la forme (6.26).a) Supposons Λµ invariant dans une transformation de symétrie interne φa → φa + δφa. Montrer que leourant de Noether assoié à ette transformation n'est pas modi�é par le terme supplémentaire dans lelagrangien.b) On suppose que Λµ est une fontion uniquement des φa, indépendante des xµ. Montrer alors que lenouveau tenseur d'énergie�impulsion anonique (6.64) vaut alors

T ′µν = T µν + ∂ρ (gρνΛµ − gµνΛρ) . (6.99)En déduire que l'énergie et l'impulsion totales ne sont pas modi�ées.6.3.11 Invariane par dilatation (2)Cet exerie omplète l'exerie 6.3.7. On suppose l'ation invariante dans une transformation par dila-tation un peu plus générale, qui a�ete aussi le hamp ϕ(x) :
x′µ = λxµ

ϕ′(x′) = λk ϕ(x) (6.100)ave λ onstant, et k entier. On va montrer qu'on peut toujours trouver une expression du tenseur d'énergie-impulsion qui soit de trae nulle.1. On onsidère un hamp réel φ sur un espae-temps de dimension D, et la densité de lagrangien suivante :
L =

1

2
∂µφ∂

µφ− gφα, (6.101)où g est une onstante de ouplage et α un entier. Quelles relations doivent satisfaire k et α pour que l'ationsoit invariante dans la transformation de dilatation i-dessus ? En quelles dimensions y a-t-il une valeur de
α entière qui onvienne ?2. Erire la variation δϕ assoiée à une dilatation in�nitésimale. Montrer que le ourant de Noether assoiéà ette invariane par dilatation peut s'érire sous la forme

Jµ = xνT
µν + ∆µ (6.102)et donner l'expression de ∆µ.3. Déduire de l'équation de onservation de Jµ l'expression de la trae T µ

µ en fontion de ∆µ.



6.3. EXERCICES 1054. D'après l'exerie 6.3.10, on peut dé�nir un autre tenseur d'énergie�impulsion par T ′µν = T µν + ∂ρX
ρµν ,où Xρµν est antisymétrique en ρ et µ, Montrer que pour que T ′µν soit de trae nulle, il su�t d'avoir en outre

Xρµ
µ = ∆µ. (6.103)5. En déduire qu'on peut hoisir

Xρµν =
1

D − 1
(gµν∆ρ − gρν∆µ) , (6.104)où D désigne le nombre de dimensions d'espae-temps.6. Caluler le nouveau tenseur d'énergie�impulsion T ′µν pour le lagrangien de la question 1, et véri�er qu'ilpeut s'érire

T ′µν = T µν +
D − 2

4(D − 1)
(gµν

� − ∂µ∂ν)ϕ2. (6.105)Véri�er qu'il est bien de trae nulle, en utilisant les équations du mouvement.Cette modi�ation du tenseur d'énergie-impulsion a été proposée en 1970 dans l'artile �A new improvedenergy�momentum tensor�, par Curtis G. Callan, Jr., Sidney R. Coleman et Roman Jakiw, publié dansAnnals of Physis, volume 59, pages 42-73 (1970).6.3.12 Symétrisation du tenseur d'énergie�impulsionCet exerie omplète et généralise l'exerie 6.3.8. Nous avons étudié les onséquenes de l'invarianede Lorentz dans le as où les hamps se transforment suivant la loi ϕ′
a(x′) = ϕa(x) (f. Eq.(6.94)). Or unetransformation de Lorentz mélange plus généralement entre elles les omposantes du hamp, 'est à dire quel'on a

ϕ′
a(x′) = S(Λ)abϕb(x), (6.106)où S(Λ) est une matrie N×N mélangeant entre elles les N omposantes, et dépendant de la transformationde Lorentz onsidérée. Par exemple, le hamp életromagnétique Aµ(x) se transforme omme un veteur :
A′µ(x′) = Λµ

νA
ν(x), (6.107)'est à dire qu'on a dans e as S(Λ) = Λ. On supposera dans et exerie que l'ation est invariante lorsqu'ontransforme les hamps suivant la loi (6.106).1. Pour une transformation de Lorentz in�nitésimale Λµ

ν = δµ
ν +ωµ

ν ave |ωµ
ν | ≪ 1, la transformation deshamps S(Λ) est également in�nitésimale, 'est à dire que S(Λ)ab − δab est proportionnel aux paramètres dela transformation de Lorentz ωµν . En déduire que le ourant de N÷ther s'érit sous la forme

Mµ,νρ = xνT µρ − xρT µν + ∆µνρ (6.108)où ∆µνρ est un terme antisymétrique en ν et ρ, dépendant de la transformation des hamps S(Λ).2. Dans le as du hamp életromagnétique, véri�er que
∆µνρ = AνFµρ −AρFµν . (6.109)3. En utilisant la onservation du ourant Mµ,νρ, exprimer T νρ − T ρν en fontion de ∆µνρ. On supposeraque le lagrangien ne dépend pas expliitement des xµ.4. D'après l'exerie 6.3.10, on peut dé�nir un autre tenseur d'énergie�impulsion
T ′µν ≡ T µν + ∂ρX

ρµν (6.110)où Xρµν est antisymétrique en ρ et µ. Cette redé�nition ne hange ni l'équation de onservation, ni l'énergieet l'impulsion totales. Montrer que si Xρµν véri�e en outre la ondition
Xµνρ −Xµρν = ∆µνρ, (6.111)alors le nouveau tenseur T ′νρ est symétrique.5. Véri�er que le hoix

Xµνρ =
1

2
(∆µνρ − ∆νµρ − ∆ρµν) (6.112)



106 CHAPITRE 6. THÉORIE CLASSIQUE DES CHAMPSvéri�e toutes les onditions requises. Cette transformation a été proposée en 1939 par Frederik Jozef Belin-fante (1913-1991) dans l'artile �On the spin angular momentum of mesons�, Physia, vol.6, p.887.6. Véri�er que pour le hamp életromagnétique,
Xµνρ = −FµνAρ. (6.113)En déduire, en utilisant les équations de Maxwell, que

T ′µν = T µν + Fµρ∂ρA
ν − jµAν . (6.114)En utilisant l'expression (6.78) de T µν , véri�er que le nouveau tenseur d'énergie�impulsion est bien symé-trique dans le vide (jµ = 0). Caluler T ′00 et T ′0i et véri�er qu'on retrouve les expressions usuelles de ladensité d'énergie et du veteur de Poynting.Nous avons dû utiliser les équations de Maxwell, 'est à dire que le tenseur de Belinfante n'est symé-trique que sur les trajetoires du mouvement. Signalons qu'il existe une proédure di�érente qui permetd'obtenir diretement la bonne densité d'énergie et d'impulsion, et un tenseur d'énergie�impulsion symé-trique, même en dehors des trajetoires du mouvement. Il faut pour ela érire l'ation de telle sorte qu'ellesoit invariante par tout hangement de oordonnées (et pas seulement par une transformation linéaire, telleque la transformation de Lorentz), omme en relativité générale. Cette proédure élégante, mais qui faitappel à un formalisme plus omplexe, a été proposée en 1940 par L. Rosenfeld dans l'artile �Sur le tenseurd'impulsion�énergie�, Mém. Aad. Roy. Belg. Si., vol.18, p.1.



Chapitre 7Quanti�ation du hamp salaire7.1 IntrodutionNous abordons maintenant la théorie quantique des hamps proprement dite, 'est à dire que nous allonsquanti�er les hamps en suivant la même proédure que elle qui mène de la méanique newtonienne àl'équation de Shrödinger.Pourquoi quanti�er un hamp ? Les réponses sont multiples. Tout d'abord, nous onnaissons un hamplassique, qui est le hamp életromagnétique. Ce hamp interagit ave des harges. Or es harges sontdérites par la méanique quantique, 'est à dire que leur position est entahée d'une inertitude. Le hampéletrique en un point donné est don aussi entahé d'inertitudes quantiques. La quanti�ation du hampéletromagnétique est don néessaire.Cette quanti�ation a été e�etuée par Dira en 1927. Il s'est aperçu que quanti�er le hamp életroma-gnétique revient à dérire un nombre arbitraire de partiules identiques, les photons, véri�ant une statistiquede Bose�Einstein. Il a ainsi établi le lien entre hamp et partiules. Nous allons, dans e premier hapitre,suivre une démarhe analogue à elle de Dira, mais pour le hamp salaire, qui est plus simple que le hampéletromagnétique.Inversement, si on herhe à dérire des partiules identiques, on peut herher à le faire en quanti�antun hamp. Nous verrons que e hamp (qui n'aura pas néessairement d'analogue lassique omme le hampéletromagnétique) n'est autre que la fontion d'onde à une partiule que nous avons introduite dans lespremiers hapitres de e ours (par exemple, nous avons bien utilisé pour fontion d'onde du photon lepotentiel veteur ~A(x) lassique), d'où le nom de �seonde quanti�ation�. Ce terme est ependant inorretar il n'y a qu'une seule quanti�ation, elle du hamp, qui est l'objet fondamental de la théorie ; les fontionsd'onde à une partiule n'étaient qu'une erreur de oneption. De fait, non seulement ette nouvelle démarhepermet de dérire plusieurs partiules identiques, mais elle résout automatiquement un problème essentiel,elui des états d'énergie négative.Dans e hapitre, nous e�etuerons la quanti�ation anonique du hamp salaire omplexe libre. Dansun volume �ni, on peut déomposer elui-i en une in�nité dénombrable de modes propres indépendants.Chaun se omporte omme un osillateur harmonique omplexe, 'est à dire à deux dimensions. Nousommençons don, dans la setion 7.2, par quanti�er l'osillateur à deux dimensions. Puis, dans la setion7.3, nous quanti�ons le hamp salaire omplexe libre et nous montrons omment on interprète physiquementles quanta d'osillation en termes de partiules et d'antipartiules. Dans la setion 7.4, nous étudions quelquespropriétés formelles résultant de ette quanti�ation. Cette démarhe est généralisée au hamp salaire réellibre dans la setion 7.5. En�n, un exemple simple d'interation est étudié dans la setion 7.6.7.2 Osillateur harmonique à deux dimensionsOn sait que le mouvement d'un osillateur harmonique dans le plan peut se déomposer en deux osilla-tions indépendantes suivant les axes x et y (polarisations linéaires). Mais on peut également le déomposeren deux mouvements de rotation uniformes dans le plan, l'un dans le sens positif, l'autre dans le sens négatif(polarisations irulaires), en introduisant les variables omplexes z = (x+ iy)/
√

2 et z∗ = (x− iy)/
√

2 (voirEq.(6.14)). Dans ette première partie, nous allons quanti�er l'osillateur harmonique ave es variables. Onobtient bien sûr les mêmes résultats en quanti�ant les variables x et y.107



108 CHAPITRE 7. QUANTIFICATION DU CHAMP SCALAIRE7.2.1 Relations de ommutation anoniquesLe lagrangien a été donné au hapitre préédent, Eq.(6.15) :
L(z, z∗, ż, ż∗) = mżż∗ −mω2zz∗. (7.1)L'impulsion anonique assoiée à la variable z est

pz =
∂L

∂z
= mż∗ (7.2)On a de même pz∗ = (pz)

∗ = mż. Les relations de ommutation anoniques sont
[z, pz] = [z†, p†z] = i~
[z, z†] = [pz, p

†
z] = [z, p†z] = 0, (7.3)Nous avons noté z† l'opérateur assoié à z∗, hermitique adjoint de z, et de même p†z l'opérateur assoié à

pz∗ .Le hamiltonien s'érit
H = pz ż + p†z ż

† − L

=
pz p

†
z

m
+mω2 z z†. (7.4)7.2.2 Le mouvement des opérateursEn méanique quantique non-relativiste, on travaille le plus souvent dans la représentation de Shrödin-ger , où le veteur d'état du système (la fontion d'onde) dépend du temps, et les opérateurs de position etd'impulsion sont indépendants du temps. A l'inverse, on utilisera dans e hapitre la représentation de Hei-senberg , où l'état du système est indépendant du temps, mais où les opérateurs représentant les observablesdépendent du temps. Une grandeur physique a(t) suit la loi de Ehrenfest

da

dt
= − i

~
[a,H ]. (7.5)Les raisons de e hoix sont multiples. Il y a des raisons fondamentales, sur lesquelles nous ne nous étendronspas dans e ours : l'équivalene entre les deux représentations, qu'on démontre dans les ours de méaniquequantique, n'est plus systématique pour des systèmes ayant une in�nité de degrés de liberté, lorsque lesinterations sont su�samment fortes. Il y a aussi des raisons pratiques, que nous appréierons dès e hapitre :la représentation de Heisenberg fait lairement apparaître les équations du mouvement pour les observables,et à travers elles le lien ave la théorie lassique sous-jaente.Pour l'osillateur harmonique omplexe, les équations de Ehrenfest s'érivent

dz

dt
= − i

~
[z,H ] = − i

m~
[z, pzp

†
z] = − i

m~
[z, pz] p

†
z =

p†z
m

dp†z
dt

= − i

~
[p†z, H ] = − imω

2

~
[p†z, zz

†] = − imω
2

~
z [p†z, z

†] = −mω2z, (7.6)'est à dire que les opérateurs quantiques véri�ent les équations du mouvement lassique. On retrouve enpartiulier
z̈ + ω2z = 0. (7.7)7.2.3 Modes de vibration irulairesLa solution générale de ette équation peut s'érire omme la somme de deux mouvements de rotation,l'un de fréquene positive (z ∝ e−iωt), l'autre de fréquene négative (z ∝ eiωt), soit

z(t) =

√

~

2mω

(

b e−iωt + d†eiωt
)

. (7.8)Les amplitudes b et d† sont des opérateurs, au même titre que z(t). Nous avons hoisi le fateur multipli-atif dans (7.8) de telle sorte qu'elles soient sans dimension. En dérivant par rapport au temps, on obtientl'expression de p†z d'après la première des équations (7.6) :
p†z(t) = mż(t) = i

√

mω~

2

(

−b e−iωt + d†eiωt
)

. (7.9)



7.2. OSCILLATEUR HARMONIQUE À DEUX DIMENSIONS 109Les relations (7.8) et (7.9) s'inversent pour donner
b e−iωt =

√

mω

2~

(

z +
ip†z
mω

)

d† eiωt =

√

mω

2~

(

z − ip†z
mω

) (7.10)On déduit alors des relations anoniques (7.3) les relations de ommutation suivantes :
[b, b†] = [d, d†] = 1
[b, d] = [b, d†] = 0, (7.11)Ce sont les relations de ommutation de deux osillateurs harmoniques réels indépendants, haun orres-pondant à un des deux sens de rotation. Ces relations justi�ent les notations que nous avons hoisies dansl'équation (7.8), en appelant b l'amplitude du mode de fréquene positive e−iωt, mais d† (et non d) l'amplitudedu mode de fréquene négative eiωt.On déduit des relations de ommutation anoniques, par analogie ave le as bien onnu de l'osillateurharmonique unidimensionnel, qu'une base orthonormée des états du système est de la forme |n,m〉 où n et

m sont des entiers naturels quelonques, les opérateurs b et d étant dé�nis sur ette base par
b†|n,m〉 =

√
n+ 1|n+ 1,m〉

d†|n,m〉 =
√
m+ 1|n,m+ 1〉. (7.12)Les entiers n et m orrespondent aux valeurs propres de b†b et d†d, respetivement.7.2.4 HamiltonienLes équations (7.4), (7.8) et (7.9) permettent d'exprimer le hamiltonien en fontion des opérateurs b et

d. Nous posons t = 0 pour ne pas alourdir les expressions. Le hamiltonien étant indépendant du temps ainsique les opérateurs b et d, le résultat restera valable pour tout t :
H =

~ω

2

(

(−b+ d†)(−b† + d) + (b+ d†)(b† + d)
)

= ~ω
(

b b† + d†d
)

. (7.13)Ave les relations de ommutation (7.11), le hamiltonien (7.13) se met sous la forme
H = ~ω

(

b†b+ d†d+ 1
)

. (7.14)C'est bien la somme de deux hamiltoniens d'osillateurs harmoniques indépendants. L'énergie du fondamentalest ~ω, et l'énergie de l'état |n,m〉 est (n+m+1)~ω. On dit que n etm sont les nombres de quanta d'osillationassoiés à haque sens de rotation. A haque quantum est assoiée l'énergie ~ω. Les opérateurs b† et d†(respetivement b et d), qui augmentent (resp. diminuent) d'une unité le nombre de quanta d'osillation,sont dits opérateurs de réation (resp. d'annihilation).7.2.5 Moment inétiqueLe lagrangien (7.1) est inhangé dans une rotation d'angle ǫ dans le plan omplexe, qui transforme z en
eiǫz. Pour une rotation in�nitésimale ǫ ≪ 1, en partiulier, on a les variations δz = iǫz, δz∗ = −iǫz∗. Laquantité onservée assoiée est donnée par le théorème de Noether, Eq. (6.35) (voir exerie 6.3.1) :

J = i(zpz − z†p†z) = im(zż† − z†ż). (7.15)On notera que l'ordre des opérateurs est important puisque z et pz ne ommutent pas. Si nous avions hoisiun autre ordre, ependant, J ne di�érerait que d'une onstante, e qui est sans importane. Les équations(7.8) et (7.9) permettent d'exprimer le moment inétique en fontion des opérateurs b et d. Comme pour lehamiltonien, nous faisons e alul pour t = 0 pour simpli�er, mais le résultat est valable pour tout t puisque
J est indépendant du temps ainsi que b et d :

J =
i~

2

(

(b + d†)i(b† − d) − (b† + d)i(−b+ d†)
)

=
~

2
(−b†b− b b† + d†d+ d d†) (7.16)



110 CHAPITRE 7. QUANTIFICATION DU CHAMP SCALAIREGrâe aux relations de ommutation (7.11), le résultat se met sous la forme
J = ~(−b†b+ d†d). (7.17)A haque quantum d'osillation dans le sens positif (respetivement négatif) est don assoié un momentinétique ~ (respetivement −~). Evidemment, dans le as d'un osillateur harmonique, d†d et b†b sontséparément des onstantes du mouvement, don la onservation de J n'apporte rien. Mais si nous ajoutonsune énergie d'interation préservant la symétrie de rotation, par exemple en (x2 + y2)2, la onservation dumoment inétique donne une information utile.7.3 Champ salaire omplexe libreNous hoisissons dorénavant un système d'unités où ~ = c = 1. Nous e�etuerons la quanti�ation dansun volume �ni V .7.3.1 Déomposition en modes propresL'équation de Klein�Gordon pour un hamp omplexe Φ(t, ~x) peut s'obtenir par un formalisme lagrangien,e qui est l'objet de l'exerie 6.3.2. La densité de lagrangien dont elle déoule est donnée par l'équation(6.72). Le lagrangien proprement dit est obtenu en intégrant ette densité de lagrangien sur tout l'espae,soit :

L =

∫ (

∂Φ

∂t

∂Φ∗

∂t
− ~∇Φ · ~∇Φ∗ −m2Φ Φ∗

)

d3~x. (7.18)Nous noterons en majusules le hamp Φ(x) pour le distinguer des fontions d'onde, que nous ontinueronsà noter en minusules. Il est ommode d'utiliser la représentation de Fourier. Dans un grand volume V , ondéompose Φ(~x) à un instant donné :
Φ(t, ~x) =

1

V

∑

~p

Φ~p(t) e
i~p·~x. (7.19)La normalisation a été hoisie de telle sort que Φ~p(t) orresponde à la transformée de Fourier spatiale dans lalimite d'un grand volume V . On peut rérire le lagrangien (7.18) en fontion des Φ~p(t) au moyen de l'identitéde Parseval

∫

f(~x) g∗(~x)d3~x =
1

V

∑

~p

f~p g
∗
~p. (7.20)La transformée de Fourier de ~∇Φ(t, ~x) est i ~pΦ~p(t), e qui donne

L =
1

V

∑

~p

(

Φ̇~p Φ̇∗
~p − (~p2 +m2)Φ~p Φ∗

~p

)

. (7.21)Les omposantes de Fourier Φ~p(t) sont les nouvelles variables dynamiques dans la représentation de Fou-rier. L'intérêt de ette dernière est qu'il n'y a pas de terme mélangeant des valeurs de ~p di�érentes ; pluspréisément, le lagrangien préédent est la somme d'une in�nité dénombrable de lagrangiens d'osillateursharmoniques omplexes indépendants, de la forme (6.15), en e�etuant les substitutions
z → Φ~p

ω → E~p =
√

~p2 +m2

m → 1

V
. (7.22)Pour quanti�er le hamp, il su�t de quanti�er haque osillateur harmonique omplexe Φ~p. L'équation (7.8)permet de déomposer le mouvement de Φ~p en deux omposantes de fréquene positive (en e−iωt) et néga-tive (en eiωt), dont nous noterons les amplitudes respetivement b~p et d†−~p. Ces omposantes orrespondrontnaturellement aux partiules et aux antipartiules. Nous attribuons l'indie −~p au mode de fréquene néga-tive, ar nous verrons que l'impulsion du quantum d'osillation orrespondant est opposée, en aord avel'interprétation de Feynman en méanique quantique relaviste. Ave es notations, on a don

Φ~p(t) =

√

V

2E~p

(

b~p e
−iE~pt + d†−~p e

iE~pt
)

. (7.23)



7.3. CHAMP SCALAIRE COMPLEXE LIBRE 111Les modes de ~p di�érents ommutent entre eux puisqu'ils sont indépendants, et les relations de ommutationdans un mode sont données par (7.11) :
[b~p, b

†
~q] = [d~p, d

†
~q] = δ~p,~q

[b~p, d~q] = [b~p, b~q] = [d~p, d~q] = [b~p, d
†
~q] = 0. (7.24)En insérant l'équation (7.23) dans la série de Fourier (7.19), on voit apparaître la déomposition duhamp sur les solutions à ondes planes de l'équation de Klein�Gordon, Eq. (2.15) :

Φ(x) =
∑

~p

(

b~p φ~p(x) + d†−~p φ
∗
−~p(x)

)

=
∑

~p

(

b~p φ~p(x) + d†~p φ
∗
~p(x)

)

, (7.25)où φ~p(x) désigne la solution normalisée d'énergie positive et d'impulsion ~p, Eq.(2.14). La seule di�érene avel'équation (2.15) est que les amplitudes de probabilité b~p et d†~p d'être dans les ondes planes φ~p(x) et φ∗~p(x)sont maintenant des opérateurs et non plus des nombres. Retenons, ar 'est important et général, que lesopérateurs de réation et d'annihilation dans un mode d'un hamp quantique orrespondent à l'amplitudede e mode pour le hamp lassique.Remarque : normalisation du lagrangienNous avons noté que la normalisation du lagrangien en méanique lassique est arbitraire, puisque leséquations d'Euler-Lagrange sont linéaires dans le lagrangien. Il n'en va pas de même en méanique quantique,où la relation de ommutation anonique [x, ∂L/∂ẋ] = i~ n'est pas invariante dans la transformation L→ λL.Dans le as du hamp salaire omplexe libre (7.18), néanmoins, multiplier L par une onstante positive
λ revient à multiplier Φ(x) par √

λ. Comme Φ(x) n'a pas lui-même de signi�ation physique, 'est sansonséquene. Ii, nous avons hoisi la normalisation du lagrangien de manière à e que la déompositiondu hamp, (7.25), fasse apparaître les ondes planes normalisées de l'équation de Klein�Gordon. C'est lanormalisation usuelle pour le hamp salaire omplexe.7.3.2 Partiules et antipartiulesLe fait qu'un hamp libre orresponde à un ensemble d'osillateurs harmoniques est fondamental, ar ilest à la base de son interprétation en termes de partiules identiques. En e�et, les niveaux d'énergie d'unosillateur harmonique sont équidistants. Plut�t que de dire �le hamp est dans un état d'énergie (n+ 1
2 )~ω�,on pourra dire �il omporte n partiules identiques d'énergie ~ω haune� en plus de l'énergie ~ω/2 dufondamental, qu'on appellera �vide�.Plus préisément, on peut lasser les états du système suivant les valeurs propres de b†~p b~p et d†~p d~p. Nousallons montrer que es valeurs propres orrespondent respetivement au nombre de partiules et d'antipar-tiules d'impulsion ~p. Pour ela, nous allons tout d'abord aluler l'énergie, l'impulsion et la harge qui leursont assoiées.EnergieL'énergie du hamp salaire omplexe (voir exerie 6.3.2)

H =

∫ (

∂Φ

∂t

∂Φ†

∂t
+ ~∇Φ · ~∇Φ† +m2Φ Φ†

)

d3~x (7.26)est la somme des énergies des osillateurs assoiés à haque mode. Celles-i dont données par l'équation(7.14), où on remplae ω par E~p :
H =

∑

~p

E~p

(

b†~p b~p + d†−~p d−~p + 1
)

=
∑

~p

E~p

(

b†~p b~p + d†~p d~p + 1
)

. (7.27)L'état de plus basse énergie est le vide physique, noté |0〉. C'est elui qui a 0 quantum dans haque mode,soit pour tout ~p
b~p |0〉 = d~p |0〉 = 0. (7.28)



112 CHAPITRE 7. QUANTIFICATION DU CHAMP SCALAIREet de même 〈0|b†~p = 〈0|d†~p = 0. On impose d'autre part la ondition de normalisation suivante, qui dé�nit levide à une phase près
〈0|0〉 = 1. (7.29)L'énergie du vide est d'après (7.27) et (7.28)

E0 = 〈0|H |0〉 =
∑

~p

E~p (7.30)qui est in�nie. Ce n'est pas gênant en général ar seules omptent les di�érenes d'énergie entre deux états,qui restent �nies. C'est gênant, néanmoins, en relativité générale où la fore de gravitation est proportionnelleà l'énergie, qui aquiert par là une valeur absolue et non plus simplement relative.D'après l'équation (7.27), haque quantum d'osillation apporte l'énergie supplémentaire E~p, positive,'est à dire préisément l'énergie d'une partiule, ou d'une antipartiule, d'impulsion ~p. Notons bien, ar'est un des points les plus importants de e hapitre, qu'il n'y a plus d'états d'énergie négative ! Quel quesoit le sens de rotation de Φ~p(t) dans le plan omplexe, en e−iωt ou en eiωt, l'énergie assoiée est positive.Le problème des états d'énergie négative, qui se posait dans le formalisme des fontions d'onde, n'apparaîtdon plus en théorie des hamps.ChargeNous allons maintenant introduire un nombre quantique qui nous permettra de distinguer entre partiuleet antipartiule, 'est à dire entre les deux sens de rotation de Φ~p(t). Ce nombre est naturellement l'analoguedu moment inétique de l'osillateur à deux dimensions, dont l'expression est donnée par (7.15). Au moyendes substitutions (7.22), et en sommant sur toutes les valeurs de ~p, nous obtenons grâe à l'identité deParseval
J =

i

V

∑

~p

(

Φ~p Φ̇†
~p − Φ†

~p Φ̇~p

)

= i

∫ (

Φ
∂Φ†

∂t
− Φ† ∂Φ

∂t

)

d3~x. (7.31)Nous avons renontré ette quantité à deux reprises : dans l'exerie 6.3.2, omme harge de Noether assoiéeà l'invariane du lagrangien (6.72) par rotation dans le plan omplexe Φ(x) → eiθΦ(x) ; et il y a bien pluslongtemps, dans le hapitre 2, omme la dé�nition de la norme pour l'équation de Klein�Gordon, à un signeprès. Ce signe est lié aux di�érenes de onvention pour l'énergie de la fontion d'onde (omptée positive pour
e−iωt) et le moment inétique de l'osillateur à deux dimensions (le sens positif orrespondant à eiωt). Aumoyen de l'équation (7.17), nous pouvons rérire −J en fontion des opérateurs de réation et d'annihilation,

−J =
∑

~p

(

b†~p b~p − d†−~p d−~p

)

=
∑

~p

(

b†~p b~p − d†~p d~p

)

. (7.32)De même que la �norme� de l'équation de Klein�Gordon, ette quantité n'est pas dé�nie positive : son signeest opposé pour les partiules et pour les antipartiules. Nous omprenons maintenant que l'interprétationorrete de ette quantité est une harge (dans le sens général d'une quantité onservée, qui sera proportion-nelle à la harge életrique si harge életrique il y a) plut�t qu'une probabilité ou un nombre de partiules.Ave ette interprétation, les problèmes de signe que nous avions renontrés dans le hapitre 2 disparaissentd'eux-mêmes.ImpulsionEn�n, l'impulsion anonique est donnée par (voir exerie 6.3.2)
~P = −

∫ (

~∇Φ
∂Φ∗

∂t
+
∂Φ

∂t
~∇Φ∗

)

d3~x (7.33)qui se rérit au moyen de l'identité de Parseval
~P = − i

V

∑

~p

~p
(

Φ~p Φ̇∗
~p − Φ̇~p Φ∗

~p

)

. (7.34)



7.4. PROPRIÉTÉS LOCALES 113Pour haque omposante de Fourier, nous reonnaissons, au fateur −~p près, le moment inétique de l'osil-lateur (7.15), où on remplae m par 1/V . L'équation (7.17) nous permet don d'érire
~P =

∑

~p

~p
(

b†~p b~p − d†−~p d−~p

)

=
∑

~p

~p
(

b†~p b~p + d†~p d~p

)

. (7.35)Les équations (7.27), (7.32) et (7.35) nous permettent d'identi�er b†~p b~p et d†~p d~p omme les nombres departiules et d'antipartiules d'impulsion ~p, respetivement. Ces nombres peuvent prendre n'importe quellevaleur entière et positive. Par onséquent, l'espae des états du hamp salaire quantique est la somme desespaes orrespondant à tous les nombres possibles de partiules et d'antipartiules. Il est dit espae de Fok .Dans le as d'un hamp libre, es nombres sont séparément onservés, mais e ne sera plus le as en générals'il y a des interations.7.4 Propriétés loalesDans ette setion, nous étudions quelques onséquenes formelles de la quanti�ation que nous venonsde réaliser. Ces propriétés sont pour la plupart très générales, et ne se limitent pas au hamp libre.7.4.1 Relations de ommutation anoniques loalesNous avons e�etué la quanti�ation en déomposant sur les modes. Nous allons maintenant véri�er quela théorie quanti�ée est loale, 'est à dire que les observables en des points di�érents sont indépendantes àtemps égaux.Deux observables sont indépendantes si les opérateurs orrespondants ommutent. Nous devons donaluler les divers ommutateurs qu'on peut former. En utilisant la déomposition (7.25) et les relations deommutation anoniques (7.24), on voit immédiatement que
[Φ(x),Φ(x′)] = 0. (7.36)On alule de même

[Φ(x),Φ†(x′)] =
∑

~p

(

φ~p(x)φ
∗
~p(x

′) − φ∗~p(x)φ~p(x′)
) (7.37)Le ommutateur est don un nombre, ou plus préisément un opérateur proportionnel à l'identité. Du faitde l'invariane par translation, il ne dépend en fait que de la di�érene x− x′.On peut aluler le ommutateur à temps égaux par un alul diret (voir exerie 7.7.1). Nous allonshoisir ii une méthode plus formelle mais plus générale. Nous utilisons le fait que les φ~p(x) et les φ∗~p(x)forment une base omplète des solutions de l'équation de Klein�Gordon lassique, 'est à dire que toutesolution se déompose sous la forme (voir Eq. (2.15)) :

φ(x) =
∑

~p

(

b~pφ~p(x) + d∗~pφ
∗
~p(x)

)

. (7.38)Et nous avons vu qu'on pouvait aluler les oe�ients b~p et d∗~p en onnaissant φ et ∂φ/∂t dans tout l'espaeà un instant donné t′ :
b~p = i

∫

V

(

φ∗~p(t
′, ~x′)

∂φ

∂t′
(t′, ~x′) −

∂φ∗~p
∂t′

(t′, ~x′)φ(t′, ~x′)

)

d3~x′.

d∗~p = −i
∫

V

(

φ~p(t
′, ~x′)

∂φ

∂t′
(t′, ~x′) − ∂φ~p

∂t′
(t′, ~x′)φ(t′, ~x′)

)

d3~x′. (7.39)En injetant es relations dans la déomposition du hamp, Eq. (7.38), on voit apparaître le ommutateur,Eq. (7.37) et sa dérivée par rapport à t′ :
φ(t, ~x) =

∫

V

(

i[Φ(t, ~x),Φ†(t′, ~x′)]
∂φ

∂t′
(t′, ~x′) − i

[

Φ(t, ~x),
∂Φ†

∂t′
(t′, ~x′)

]

φ(t′, ~x′)

)

d3~x′. (7.40)En partiulier, ette égalité doit être véri�ée pour t = t′ quels que soient φ(t′, ~x′) et ∂φ/∂t′(t′, ~x′). On a donnéessairement
[Φ(t, ~x),Φ†(t, ~x′)] = 0
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[

Φ(t, ~x),
∂Φ†

∂t
(t, ~x′)

]

= i δ3(~x− ~x′) (7.41)Ces relations traduisent simplement le formalisme anonique au niveau loal. Le moment onjugué à Φ(x)est en e�et
Π(x) =

∂L
∂(∂Φ/∂t)

=
∂Φ†

∂t
, (7.42)Ces relations, analogues aux relations de ommutations anoniques usuelles, peuvent être hoisies ommebase du formalisme anonique, de préférene aux relations de ommutation (7.24) (Heisenberg et Pauli,1929). Elles montrent en partiulier que les observables loales onstruites à partir des hamps Φ(x), Π(x),

Φ†(x) et Π†(x) ommutent en des points di�érents de l'espae à temps égaux, 'est à dire que la théorie estloale.7.4.2 Symétrie des fontions d'ondeOn peut lasser les états du système suivant le nombre de partiules qu'ils ontiennent. Un état normaliséà une partiule d'impulsion ~p s'érit
|~p〉 = b†~p|0〉. (7.43)L'état à une partiule le plus général est une ombinaison linéaire des divers |~p〉. Soit |ψ〉 un tel état. Rappelonsqu'il est indépendant du temps puisque nous sommes dans la représentation de Heisenberg. Dé�nissons lafontion ψ(x) par

ψ(x) = 〈0|Φ(x)|ψ〉. (7.44)L'opérateur Φ(x) étant solution de l'équation de Klein�Gordon, il en va de même de la fontion ψ(x), quenous pouvons interpréter omme la fontion d'onde de Klein�Gordon de l'état à une partiule. En partiulier,si nous hoisissons pour |ψ〉 l'état |~p〉 dé�ni par (7.43), nous obtenons d'après l'équation (7.25)
ψ(x) = 〈0|Φ(x)|~p〉 = φ~p(x) (7.45)Nous avons utilisé l'identité suivante :

〈0|b~qb†~p|0〉 = 〈0|[b~q, b†~p]|0〉 = δ~p,~q. (7.46)La fontion d'onde ψ(x) est don simplement l'onde plane d'énergie positive et d'impulsion ~p (2.14), norma-lisée suivant la onvention relative à l'équation de Klein�Gordon.L'état à une antipartiule d'impulsion ~p s'obtient en remplaçant dans (7.43) b†~p par d†~p. La fontion d'ondene peut être dé�nie par (7.44), qui donnerait un résultat nul. Il faut remplaer Φ(x) par Φ†(x), e qui donnepour l'état d'impulsion ~p
〈0|Φ†(x)d†~p|0〉 = φ~p(x). (7.47)Notons qu'il s'agit d'une fontion d'onde d'énergie positive, dont l'impulsion et l'énergie sont elles del'antipartiule.Un état normalisé à deux partiules d'impulsions ~p1 et ~p2 di�érentes sera
|~p1, ~p2〉 = b†~p1

b†~p2
|0〉 (7.48)tandis que pour deux partiules d'impulsions égales, la normalisation est, d'après (7.12)

|~p1, ~p1〉 =
1√
2

(

b†~p1

)2

|0〉. (7.49)Pour un état à deux partiules quelonques noté |ψ〉, dé�nissons la fontion d'onde ψ(~x1, ~x2, t) par
ψ(~x1, ~x2, t) =

1√
2
〈0|Φ(t, ~x1)Φ(t, ~x2)|ψ〉. (7.50)D'après l'équation (7.36), ette fontion d'onde est symétrique :

ψ(~x1, ~x2, t) = ψ(~x2, ~x1, t). (7.51)On a en partiulier d'après (7.48)
1√
2
〈0|Φ(x1)Φ(x2)|~p1, ~p2〉 =

1√
2

(φ~p1
(x1)φ~p2

(x2) + φ~p2
(x1)φ~p1

(x2)) (7.52)
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1√
2
〈0|Φ(x1)Φ(x2)|~p1, ~p1〉 = φ~p1

(x1)φ~p1
(x2). (7.53)On retrouve bien les fontions d'onde symétriques de la méanique quantique.Ces résultats se généralisent failement à un nombre arbitraireN de partiules, en remplaçant dans (7.50)

1/
√

2 par 1/
√
N !. Ils montrent que les quanta d'osillation du hamp salaire orrespondent à des partiulessatisfaisant à une statistique de Bose�Einstein, 'est à dire à des bosons.7.4.3 Générateurs des transformations in�nitésimalesNous avons vu dans la setion 6.2.2 qu'en méanique quantique, la harge de Noether assoiée à unetransformation in�nitésimale est le générateur de ette transformation, dé�ni par l'équation (6.48). Consi-dérons par exemple une translation in�nitésimale ~x′ = ~x + ~ǫ. Du fait que Φ′(~x′) = Φ(~x), la transformationdu hamp dans ette translation est

Φ′(~x) = Φ(~x− ~ǫ) = Φ(~x) − ~ǫ · ~∇Φ(~x). (7.54)La harge de Noether assoiée est dé�nie par les équations (6.54) et (6.65) :
Q = −

∫

d3~x T 0
i ǫ

i = ~P · ~ǫ, (7.55)où ~P désigne l'opérateur d'impulsion totale du hamp. Or Q est le générateur des transformations in�nité-simales, e qui signi�e que
[Q,Φ(~x)] = −i(Φ′(~x) − Φ(~x)). (7.56)Les trois équations préédentes donnent la relation de ommutation suivante

[~P ,Φ(~x)] = i~∇Φ(~x). (7.57)Ce résultat est tout à fait général. Véri�ons-le dans le as du hamp libre. L'opérateur d'impulsion est donnépar (7.35). Au moyen des relations de ommutation (7.24), on obtient les ommutateurs
[~P , b~p] = −~p b~p
[~P , d†~p] = ~p d†~p. (7.58)En utilisant la déomposition du hamp Φ(x) en ondes planes, Eq.(7.25), on arrive failement au résultat.Pour toute symétrie ontinue d'une théorie, il existe des relations telles que (7.57). Leur intérêt est qu'ellespermettent d'obtenir diretement des relations entre des quantités physiques, même si on ne onnaît pas lelagrangien. Une appliation simple de l'équation (7.57) est présentée dans l'exerie 7.7.2.7.5 Champ salaire réel libreLe lagrangien du hamp salaire réel libre est obtenu en intégrant sur tout l'espae, à un instant donné

t, la densité de lagrangien (6.70) :
L =

1

2

∫

d3~x

[

(

∂Φ

∂t

)2

−
(

~∇Φ
)2

− m2 Φ2

]

. (7.59)On notera le fateur 1/2, qui n'apparaît pas pour le hamp salaire omplexe.7.5.1 Déomposition en modes ; interprétation physiqueEn déomposant le lagrangien en série de Fourier, on obtient (f. Eq.(7.21))
L =

V

2

∑

~p

(

Φ̇~p Φ̇∗
~p − (~p2 +m2)Φ~p Φ∗

~p

)

. (7.60)La di�érene essentielle ave le hamp salaire omplexe est que les modes ~p et −~p ne sont plus indépendants :en e�et, Φ(x) est réel si et seulement si Φ−~p = Φ∗
~p. On remarquera que ~p et −~p donnent la même ontributiondans (7.60), e qui permet de rérire ette déomposition sous la forme

L = V
∑

~p ou −~p

(

Φ̇~p Φ̇∗
~p − (~p2 +m2)Φ~p Φ∗

~p

)

, (7.61)



116 CHAPITRE 7. QUANTIFICATION DU CHAMP SCALAIREoù la notation �~p ou − ~p� signi�e que pour une valeur de ~p donnée, on ompte soit ~p, soit −~p. A etterestrition près, on a le même lagrangien que pour le hamp salaire omplexe, (7.21), puisque le fateur 1/2a disparu. Chaque mode de la somme se déompose don sous la forme (7.23). Cette déomposition dé�nitl'opérateur b~p pour la moitié des valeurs de ~p et d~p pour l'autre moitié. Il n'y a don pas lieu d'employerdeux notations di�érentes, et on pose a~p = b~p = d~p, ette fois dé�ni pour tout ~p. Ave ette onvention,l'équation (7.23) devient
Φ~p =

√

1

2E~pV

(

a~p e
−iE~pt + a†−~p e

iE~pt
)

, (7.62)ette déomposition portant sur la moitié des modes ~p. L'autre moitié est donnée par la relation Φ−~p = Φ†
~p,et on véri�e alors aisément que l'équation (7.62) est aussi valable pour −~p. Elle vaut don pour tous lesmodes.Confondre b~p et d~p revient à onfondre partiules et antipartiules : un hamp salaire réel dérit unepartiule qui est sa propre antipartiule. De même, le photon est sa propre antipartiule pare que le hampéletromagnétique est réel, omme nous le verrons dans le hapitre suivant.7.5.2 Relations diversesLes divers résultats obtenus pour le hamp salaire omplexe se généralisent immédiatement au hampsalaire réel. Tout d'abord, la déomposition de Φ(x) en modes s'obtient en injetant (7.62) dans la déom-position en série de Fourier (7.19), où la sommation porte sur tous les modes. On obtient alors le mêmerésultat que pour le hamp salaire omplexe, (7.25), en remplaçant b~p et d~p par un même opérateur a~p :

Φ(x) =
∑

~p

(

a~p φ~p(x) + a†~p φ
∗
~p(x)

)

. (7.63)L'expression de a~p en fontion du hamp Φ(x) se déduit de (2.19) :
a~p = i

∫ (

φ∗~p
∂Φ

∂t
−
∂φ∗~p
∂t

Φ

)

d3~x. (7.64)De même, les relations de ommutation anoniques (7.24) se rérivent, en onfondant b~p et d~p,
[a~p, a

†
~q] = δ~p,~q

[a~p, a~q] = [a†~p, a
†
~q] = 0. (7.65)De es relations, on déduit le ommutateur

[Φ(x),Φ(x′)] =
∑

~p

(

φ~p(x)φ
∗
~p(x′) − φ∗~p(x)φ~p(x′)

)

. (7.66)On reonnait la même expression que pour le hamp salaire omplexe, Eq. (7.37).On déduit alors de (7.41) les relations de ommutation anoniques à temps égaux. Nous dé�nissons pourela le moment onjugué assoié à Φ(x) :
Π(x) =

∂L
∂(∂Φ/∂t)

=
∂Φ

∂t
. (7.67)On obtient alors

[Φ(t, ~x),Φ(t, ~y)] = 0
[Π(t, ~x),Π(t, ~y)] = 0
[Φ(t, ~x),Π(t, ~y)] = i δ3(~x− ~y). (7.68)L'énergie et l'impulsion sont données par les équations (7.27) et (7.35), où on ne ompte qu'un mode surdeux (soit ~p soit −~p), mais où on remplae d~p et b~p par a~p, soit en dé�nitive
H =

∑

~p

E~p

(

a†~pa~p +
1

2

)

~P =
∑

~p

~p a†~pa~p. (7.69)Notons en�n que pour un hamp salaire réel, la fontion d'onde d'un état à une partiule dé�nie parl'équation (7.44) est omplexe et non réelle. Pour un état d'impulsion ~p, 'est simplement la fontion d'ondede Klein�Gordon φ~p(x). C'est e qui explique que nous ayons été amenés, dans le hapitre 4, à onsidérerdes fontions d'ondes omplexes pour le photon.



7.6. INTERACTION AVEC UNE SOURCE EXTÉRIEURE 1177.6 Interation ave une soure extérieureNous terminons e hapitre en étudiant en détail un exemple simple d'interation, qui se traite exatement.Cet exerie, quelque peu aadémique, permettra d'introduire plusieurs notions importantes.7.6.1 Position du problèmeSoit un hamp salaire réel Φ(x) et la densité de lagrangien
L(Φ, ∂µΦ, x) ≡ 1

2
(∂µΦ)(∂µΦ) − 1

2
m2Φ2 + j(x)Φ

= L0 + Lint (7.70)où L0 est le lagrangien du hamp libre dé�ni par l'équation (7.59), et Lint le terme supplémentaire, dit termed'interation, j(x)Φ. Dans e terme, j(x) désigne une fontion réelle donnée des oordonnées d'espae-temps,dite soure extérieure, dont on supposera qu'elle s'annule à l'in�ni : plus préisément, on supposera qu'ilexiste R > 0 tel que t2 + |~x|2 > R2 implique j(t, ~x) = 0. En partiulier, la soure s'annule partout si t < −Ret si t > R.Les équations d'Euler-Lagrange (6.24) s'érivent
(∂µ∂

µ +m2)Φ(x) = j(x). (7.71)En omparant ave l'équation du mouvement du hamp libre (∂µ∂
µ + m2)Φ(x) = 0, on voit qu'il y amaintenant un seond membre. Cette équation est analogue aux équations de Maxwell en présene de hargeset de ourants. De même que des harges en mouvement émettent un hamp, 'est à dire des photons (f.Se. 4.2), il y aura ii réation de partiules. Ce phénomène, étudié du point de vue de la méanique quantiquerelativiste, était l'objet de l'exerie 2.7.9, où notre formalisme ne nous permettait pas de onsidérer plusd'une partiule. Nous pouvons maintenant nous a�ranhir de ette limitation.7.6.2 Opérateurs �in� et �out�Dé�nition des opérateurs �in� et �out�La soure j(x) n'agissant que pendant un temps �ni, le hamp Φ(x) est un hamp libre avant (pour

t < −R) et après (pour t > R). Dans haque as, nous pouvons déomposer le hamp Φ(x) en modespropres. Nous appellerons a~p in les opérateurs d'annihilation pour t < −R (hamp entrant). Ils sont dé�nispar l'équation (7.64), soit
a~p in = i

∫

t fixe,t≤−R

(

φ∗~p(x)
∂Φ(x)

∂t
−
∂φ∗~p(x)

∂t
Φ(x)

)

d3~x. (7.72)On dé�nit de manière analogue les opérateurs d'annihilation pour t ≥ R (hamp sortant), notés a~p,out.Comme nous allons le voir, ils ne oïnident pas ave eux du hamp entrant.On notera de même Φin(x) (respetivement Φout(x)) le hamp libre obtenu en remplaçant a~p par a~p,in(resp. a~p,out) dans la déomposition (7.63) ; il oïnide ave Φ(x) pour t < −R (resp. pour t > R).Relation entre les opérateurs �in� et �out�Pour obtenir la relation entre a~p in et a~p out, nous utilisons la même tehnique que pour aluler lesamplitudes de transition en méanique quantique relativiste : nous introduisons le ourant de transition
Jµ(x) ≡ i

[

φ∗~p(x) (∂µΦ(x)) − (∂µφ∗~p(x))Φ(x)
]

. (7.73)D'après l'équation (7.72), les opérateurs a~p in et a~p out représentent les harges assoiées à e ourant pour
t < −R et t > R, respetivement.En utilisant l'équation du mouvement (7.71) de Φ(x) et le fait que les φ~p(x) sont solutions de l'équationde Klein�Gordon libre, on obtient

∂µJ
µ(x) = i φ∗~p(x) j(x). (7.74)L'équation (1.31) donne alors

a~p out − a~p in = i

∫

d4xφ∗~p(x) j(x) ≡ λ~p (7.75)



118 CHAPITRE 7. QUANTIFICATION DU CHAMP SCALAIRELes opérateurs �in� et �out� ne di�èrent don que par un terme proportionnel à l'identité :
λ~p ≡ i

∫

d4xφ∗~p(x) j(x) =
i

√

2E~pV
j̃(E~p, ~p) (7.76)où, dans la dernière équation, nous avons utilisé l'expression de l'onde plane (2.14) et fait apparaître latransformée de Fourier j̃(ω, ~p) de la soure j(t, ~x).7.6.3 Proessus d'émission et d'absorptionCréation de partiules par une soureNous nous proposons de résoudre le problème suivant : l'état initial est le vide, que nous noterons |0, in〉 ;quelle est alors la probabilité d'avoir, pour t→ +∞, N partiules d'impulsions ~p1, ~p2, . . .,~pN ?L'état initial est vide par hypothèse, 'est à dire

a~p,in|0, in〉 = 0 (7.77)quel que soit ~p. Rappelons que nous sommes dans la représentation de Heisenberg où l'état du système estpar dé�nition indépendant du temps, 'est à dire que |0, in〉 reste l'état du système pour t quelonque. Pour
t > R, nous avons par onséquent, d'après l'équation (7.75),

a~p out|0, in〉 = λ~p |0, in〉 (7.78)C'est un état propre de l'opérateur d'annihilation a~p out : 'est e qu'on appelle un état ohérent du hamp.L'étude de ses propriétés est l'objet de l'exerie 7.7.3, où on montre que la probabilité d'avoir n partiulesdans l'état ~p est donnée par la loi de Poisson :
pn =

n̄n

n!
e−n̄ (7.79)où n̄ est la valeur moyenne de n, 'est à dire la valeur moyenne de l'opérateur a†~p outa~p out. De l'équation(7.78), on déduit immédiatement

n̄ = 〈0, in|a†~p outa~p out|0, in〉 = |λ~p|2 (7.80)Le nombre total moyen N̄ de partiules réées est don
N̄ =

∑

~p

|λ~p|2. (7.81)
λ~p oïnide naturellement ave l'amplitude de probabilité de réation alulée en méanique quantique rela-tiviste, Eq. (2.100). Nous avons également obtenu une formule analogue pour l'amplitude de réation d'unphoton, Eq. (4.30), la seule di�érene provenant de la nature vetorielle du hamp életromagnétique.D'autre part, les modes d'impulsions ~p di�érentes sont mutuellement indépendants (les opérateurs deréation et d'annihilation de modes di�érents ommutent entre eux). Or, si n1 et n2 sont deux variablesaléatoires entières suivant des lois de Poisson de moyennes n̄1 et n̄2, la loi de probabilité de n1 +n2 est aussiune loi de Poisson (de moyenne n̄1 + n̄2). Il en résulte que la distribution du nombre de partiules rééesdans n'importe quelle région de l'espae des phases est toujours une loi de Poisson. Cei revient à dire queles photons émis par une soure lassique sont indépendants.Emission induite ou stimuléeSupposons à présent que l'état initial |i〉 omporte n partiules dans le mode d'impulsion ~p :

|i〉 =
(a†~p,in)

n

√
n!

|0, in〉. (7.82)Calulons l'amplitude de probabilité pour que l'état �nal |f〉 en omporte une de plus :
|f〉 =

(a†~p,out)
n+1

√

(n+ 1)!
|0, out〉. (7.83)



7.6. INTERACTION AVEC UNE SOURCE EXTÉRIEURE 119L'amplitude de transition s'érit
〈f |i〉 = 〈0, out| (a~p,out)

n+1

√

(n+ 1)!

(a†~p,in)n

√
n!

|0, in〉. (7.84)Utilisons l'équation (7.75) et supposons pour simpli�er que la soure j(x) est une petite perturbation, e quipermet de aluler l'amplitude de transition au premier ordre en λ~p. On obtient alors
〈f |i〉 = (n+ 1)λ~p 〈0, out| (a~p,in)n

√

(n+ 1)!

(a†~p,in)
n

√
n!

|0, in〉 =
√
n+ 1λ~p 〈0, out|0, in〉 (7.85)La probabilité de réation d'une partiule est don proportionnelle à n+1 : il est d'autant plus faile de réerdes partiules qu'il y en a déjà dans le système. Ce phénomène est à la base de l'e�et laser, qui exploite aussile fait que les partiules réées sont exatement dans le même état quantique que les partiules initialementprésentes (des photons dans le as du laser).De même, en remplaçant n+1 par n−1 dans l'équation (7.83), on montre que la probabilité d'absorptiond'une partiule est proportionnelle à n, 'est à dire au nombre de partiules initialement présentes, e quiest intuitivement beauoup plus évident que le fateur n+ 1 présent dans la probabilité d'émission.7.6.4 Matrie SNous allons, pour lore e hapitre, exprimer les résultats obtenus i-dessus sous une forme un peudi�érente : 'est l'oasion d'introduire sur un exemple simple la notion de matrie S, qui joue un r�leimportant en théorie des hamps.Dé�nition et propriétés généralesLa matrie S est par dé�nition une matrie unitaire (S† = S−1) véri�ant pour tout ~p l'identité suivante :

a~p,out = S−1a~p,inS. (7.86)La même identité s'obtient pour les opérateurs de réation a†~p en prenant l'hermitique onjuguée de etteéquation. On en déduit en partiulier
Φout(x) = S−1 Φin(x)S. (7.87)La matrie S permet de relier les états |in〉 aux états |out〉. Commençons par voir omment sont reliésles vides �in� et �out�. Nous appliquons pour ela l'équation (7.86) à l'état |0, out〉 :

a~p,out|0, out〉 = 0 = S−1a~p,inS|0, out〉. (7.88)En multipliant à gauhe par S, on obtient a~p,inS|0, out〉 = 0, 'est à dire que S|0, out〉 = 0 orrespond auvide pour les opérateurs a~p,in, à une phase près :
S|0, out〉 = eiα|0, in〉 (7.89)où α est un réel arbitraire : la dé�nition de S, Eq. (7.86), ontient également une phase arbitraire. La matrie

S transforme don le vide, |0, out〉, en l'état �nal du système, |0, in〉.Considérons maintenant un état ontenant une partiule d'impulsion ~p dans l'état initial :
|~p, in〉 = a†~p,in|0, in〉 = e−iαa†~p,inS|0, out〉

= e−iαSa†~p,out|0, out〉 = e−iαS|~p, out〉. (7.90)Cei se généralise à n'importe quel ontenu en partiules : la matrie S transforme les états �out� en états�in�, e qu'on érit de manière ondensée
S|out〉 = eiα|in〉. (7.91)Si on parvient à exprimer la matrie S en termes des opérateurs �in� ou �out�, on obtient alors toutesles amplitudes de transition. Par exemple, l'amplitude de probabilité de réer une partiule d'impulsion ~p enpartant du vide s'érit

〈~p, out|0, in〉 = e−iα〈~p, in|S|0, in〉 = e−iα〈~p, out|S|0, out〉. (7.92)



120 CHAPITRE 7. QUANTIFICATION DU CHAMP SCALAIREExpression de la matrie SDans le as qui nous intéresse, les opérateurs a~p,out et a~p,in ne di�èrent que par une onstante additive,d'après l'équation (7.75). Par dé�nition de la matrie S, Eq. (7.86), elle doit véri�er pour tout ~p
S−1a~p,inS = a~p,in + λ~p. (7.93)Pour une valeur de ~p partiulière, une solution unitaire de ette équation est donnée par S = S~p, ave (voirexerie 7.7.3) :

S~p = exp
(

λ~p a
†
~p,in − λ∗~p a~p,in

)

. (7.94)Cet opérateur laisse inhangés les modes d'impulsion di�érente de ~p. Par onséquent, pour transformer tousles modes ~p, il su�t d'e�etuer le produit de toutes les transformations :
S ≡

∏

~p

S~p = exp





∑

~p

(λ~p a
†
~p,in − λ∗~p a~p,in)



 . (7.95)On peut mettre S sous une autre forme, moins expliite mais plus élégante, en utilisant l'expression de λ~p,Eq.(7.75). On obtient alors
S ≡

∏

~p

S~p = exp



i

∫

d4x j(x)
∑

~p

(φ∗~p(x) a
†
~p,in + φ~p(x) a~p,in)



 . (7.96)On reonnaît dans ette expression la déomposition du hamp libre (7.63), et on aboutit �nalement à unrésultat fort simple :
S = exp

(

i

∫

d4x j(x)Φin(x)

)

. (7.97)Donnons enore une forme di�érente de la matrie S, qui va nous être utile pour aluler les probabilitésde réation de partiules. Nous partons de l'expression (7.95) et nous utilisons l'identité suivante (voir exerie7.7.3), valable si A et B sont deux opérateurs linéaires ommutant tous deux ave leur ommutateur [A,B] :
eA+B = eAeBe−[A,B]/2. (7.98)Nous obtenons ainsi

S = exp





∑

~p

λ~p a
†
~p,in



 exp



−
∑

~p

λ∗~p a~p,in



 exp



−1

2

∑

~p

λ~pλ
∗
~p





= exp





∑

~p

λ~p a
†
~p,in



 exp



−
∑

~p

λ∗~p a~p,in



 exp

(

− N̄
2

) (7.99)où nous avons fait apparaître le nombre moyen de partiules émises (7.81).Amplitudes de transitionLa matrie S permet de aluler failement n'importe quelle amplitude de transition. Par exmeple,l'amplitude de probabilité de réer des partiules d'impulsion ~p1, · · · , ~pn à partir du vide s'érit, suivantl'équation (7.92) :
〈~p1, · · · , ~pn, out|0, in〉 = e−iα〈~p1, · · · ~pn, in|S|0, in〉. (7.100)En utilisant l'expression (7.99), et le fait que a~p,in|0, in〉 = 0, il reste

〈~p1, · · · , ~pn, out|0, in〉 = e−iα exp

(

− N̄
2

)

〈~p1, · · · ~pn, in| exp





∑

~p

λ~p a
†
~p,in



 |0, in〉. (7.101)En partiulier, la probabilité de ne réer auune partiule est
|〈0, out|0, in〉|2 = exp(−N̄) (7.102)C'est le résultat attendu pour une loi de Poisson.



7.7. EXERCICES 121Produit normalUne expression telle que (7.99), où tous les opérateurs de réation sont à gauhe et tous les opérateursd'annihilation à droite, est pratique pour les aluls. On la retrouvera souvent en théorie des hamps. Onappelle produit normal un produit d'opérateurs réarrangé de ette façon. Le produit normal de aa† sera parexemple a†a, et on le note : aa† : = : a†a : = a†a. L'ordre des opérateurs dans un produit normal n'a pasd'importane : à partir du moment où on a mis tous les opérateurs de réation ensemble, ils ommutententre eux, et idem pour les opérateurs d'annihilation. On notera ainsi
: S : = : exp





∑

~p

(λ~p a
†
~p,in − λ∗~p a~p,in)



 : ≡ exp





∑

~p

λ~p a
†
~p,in



 exp



−
∑

~p

λ∗~p a~p,in



 . (7.103)Ave ette onvention, l'équation (7.99) se rérit
S = : S : exp



−1

2

∑

~p

λ~pλ
∗
~p



 , (7.104)Le théorème permettant d'exprimer un produit d'opérateurs en fontion de produits normaux est le théorèmede Wik, qui sera étudié plus tard. Un as partiulier en est donné dans l'exerie 7.7.5.7.7 Exeries7.7.1 Commutateur de deux hampsEn remplaçant φ~p(x) par son expression dans l'équation (7.37), véri�er que dans la limite d'un grandvolume V ,
[Φ(x),Φ†(x′)] =

∫

d3~p

(2π)32E~p

(

e−ip·(x−x′) − eip·(x−x′)
)

. (7.105)En déduire les ommutateurs à temps égaux
[Φ(t, ~x),Φ†(t, ~x′)] = 0

[

Φ(t, ~x),
∂Φ†

∂t
(t, ~x′)

]

= −δ3(~x− ~x′). (7.106)7.7.2 Onde planeSoit un état à une partiule |ψ〉 d'un hamp salaire Φ(x). On suppose que |ψ〉 est état propre del'opérateur d'impulsion totale ~P , ave la valeur propre ~p. En utilisant la relation (7.57), montrer que lafontion d'onde ψ(t, ~x) dé�nie par l'équation (7.44) véri�e l'équation di�érentielle −~pψ(t, ~x) = i~∇ψ(t, ~x).Intégrer ette équation di�érentielle. Que retrouve-t-on ? On notera que e résultat n'est pas limité à unhamp libre, mais est très général.7.7.3 Etats ohérents de l'osillateur harmoniqueRappel : le hamiltonien d'un osillateur harmonique de pulsation ω s'érit H = ω(a†a+ 1
2 ), ave [a, a†] = 1.Un état ohérent |λ〉 est par dé�nition un état propre normalisé de l'opérateur a ave la valeur propreomplexe λ :

a|λ〉 = λ |λ〉
〈λ|λ〉 = 1. (7.107)Nous allons onstruire les états ohérents par deux méthodes di�érents, qui onduisent aux mêmes résultats :la première méthode onsiste à déomposer les états sur une base d'états propres du hamiltonien, dans unelogique �à la Shrödinger� ; la seonde méthode, qui sera utile pour le ours, est purement algébrique etrepose sur les propriétés de ommutation des opérateurs, suivant une démarhe �à la Heisenberg�. Une autreillustration de es deux méthodes est donnée par l'exerie 7.7.4.1. Déomposition sur la base des états propres du hamiltonien



122 CHAPITRE 7. QUANTIFICATION DU CHAMP SCALAIRENous allons d'abord aluler omment l'état ohérent se déompose sur la base des états propres d'énergiede l'osillateur harmonique |n〉, ave n entier naturel. Ces états s'obtiennent à partir de l'état fondamentalpar ations suessives de l'opérateur de réation a†
|n〉 ≡ (a†)n

√
n!

|0〉. (7.108)a) Véri�er que l'état |n〉 ainsi dé�ni est bien normalisé.b) Véri�er que
〈n|λ〉 =

λn

√
n!
〈0|λ〉. (7.109)En déduire que

|λ〉 = 〈0|λ〉
+∞
∑

n=0

λn

√
n!
|n〉. (7.110)) Déduire de la ondition de normalisation que

〈0|λ〉 = eiαe−|λ|2/2. (7.111)où α est un réel arbitraire. On hoisira par onvention α = 0.d) Véri�er que dans un état ohérent, la loi de probabilité de n est une loi de Poisson de moyenne |λ|2.e) Rérire l'état ohérent sous la forme
|λ〉 = e−|λ|2/2eλa† |0〉. (7.112)2. Méthode algébriqueOn pose
S ≡ exp(λa† − λ∗a). (7.113)a) Montrer que S est unitaire.b) Lemme : soit deux opérateurs A et B tels que [A,B] ommute ave A. Démontrer l'identité
eABe−A = B + [A,B]. (7.114)Indiation : on introduira l'opérateur C(θ) = eθABe−θA, qu'on dérivera par rapport à θ.) En déduire que

S−1 aS = a+ λ. (7.115)d) En déduire qu'on obtient un état ohérent normalisé en posant
|λ〉 ≡ S|0〉. (7.116)3. Equivalene entre les deux résultatsReste à véri�er que l'état ohérent dé�ni par les équations (7.113) et (7.116) est en aord ave eluiobtenu préédemment, Eq.(7.112).a) Lemme : Si A et B sont deux opérateurs linéaires ommutant tous deux ave leur ommutateur [A,B],montrer que

eA+B = eAeBe−[A,B]/2. (7.117)Indiation : on introduira l'opérateur D(θ) ≡ eθAeθBe−θ2[A,B]/2 et on utilisera le lemme (7.114).b) En déduire que
S = eλa†

e−λ∗ae−|λ|2/2. (7.118)En déduire l'équivalene herhée entre les deux formes de |λ〉.4. Fontion d'onde de l'état ohérentOn rappelle les expressions de l'opérateur de position et de l'opérateur d'impulsion de l'osillateur har-monique :
X =

√

~

2mω
(a+ a†)

P = −i
√

m~ω

2
(a− a†). (7.119)



7.7. EXERCICES 123a) En utilisant la dé�nition (7.107), aluler les valeurs moyennes 〈X〉 et 〈P 〉 dans l'état ohérent.b) Rérire l'équation (7.113) sous la forme
S = exp

(

i〈P 〉X − i〈X〉P
~

)

. (7.120)) En utilisant les équations (7.116) et (7.117), en déduire que la fontion d'onde de l'état ohérent ψλ(x) =
〈x|λ〉 est reliée à elle de l'état fondamental ψ0(x) = 〈x|0〉 par

ψλ(x) = eiθei〈P 〉x/~ψ0(x− 〈X〉) (7.121)où 〈X〉 et 〈P 〉 sont les valeurs moyennes alulées plus haut, et θ est un réel indépendant de x. Quelle estdon la forme du paquet d'ondes ?d) En utilisant l'équation (7.112), montrer que l'état ohérent |λe−iωt〉, où λ est un omplexe indépendantde t, est solution de l'équation de Shrödinger. Dérire l'évolution de la densité de probabilité au ours dutemps.7.7.4 Parité et onjugaison de hargeNous allons onstruire expliitement les opérateurs qui e�etuent les transformations de parité et deonjugaison de harge pour le hamp salaire.Rappelons qu'en méanique quantique, à tout opérateur unitaire U est assoiée une transformationanonique dans l'espae des états, qui à tout état |ψ〉 assoie l'état |ψ′〉 = U |ψ〉. L'image d'un opéra-teur a quelonque par ette transformation anonique est dé�nie par a′ = UaU−1, de telle sorte que leséléments de matrie de a′ dans la base transformée sont eux de a dans l'anienne base : 〈ψ′
1|a′|ψ′

2〉 =
〈ψ1|U †(UaU−1)U |ψ2〉 = 〈ψ1|a|ψ2〉.1. Soit un osillateur harmonique. On pose

U(λ) = e iλ a† a, (7.122)où λ est un réel quelonque.a) Expliquer pourquoi U(λ) est un opérateur unitaire.b) On note a′(λ) l'image de l'opérateur a par la transformation anonique assoiée à U(λ). Caluler l'ationde a′(λ) sur la base des |n〉, et en déduire que a′(λ) = e−iλa.) Retrouver le résultat de la question préédente sans déomposer sur une base, en montrant diretementque da′/dλ = −i a′.2. Soit maintenant deux osillateurs harmoniques indépendants, dont nous désignons par b et d les opérateursd'annihilation.a) Véri�er que les opérateurs a ≡ (b − d)/
√

2 et c ≡ (b + d)/
√

2 ont aussi les relations de ommutation dedeux osillateurs harmoniques indépendants.b) Soit la transformation anonique dé�nie par
U = exp

(

iπ a† a
)

= exp

(

iπ

2
(b† − d†)(b − d)

)

. (7.123)En utilisant les résultats des questions préédentes, montrer que a est hangé en son opposé par ettetransformation anonique, tandis que c est inhangé. Que valent don les images de b et d ?3. La transformation de onjugaison de harge pour un hamp salaire omplexe est par dé�nition elle quiéhange les opérateurs b~p et d~p pour tout ~p. En utilisant e qui préède, donner l'expression de l'opérateurunitaire UC réalisant ette transformation.4. La transformation de parité pour un hamp salaire réel est elle qui éhange a~p et a−~p. Donner l'expressionde l'opérateur unitaire UP réalisant ette transformation.7.7.5 Théorème de WikCet exerie est une appliation importante de l'équation (7.104).1. En utilisant l'expression de λ~p donnée par l'équation (7.75), montrer que
∑

~p

λ~pλ
∗
~p =

∫

d4xd4y j(x)j(y) 〈0|Φin(x)Φin(y)|0〉, (7.124)



124 CHAPITRE 7. QUANTIFICATION DU CHAMP SCALAIRE2. En utilisant l'expression (7.97) de l'opérateur S, en déduire que la déomposition en produit normal(7.104) s'érit
exp

(

i

∫

d4x j(x)Φin(x)

)

= : exp

(

i

∫

d4x j(x)Φin(x)

)

:

× exp

(

−1

2

∫

d4xd4y j(x)j(y) 〈0|Φin(x)Φin(y)|0〉
)

. (7.125)Rappelons que Φin(x) désigne un hamp libre. En prenant la valeur moyenne de ette expression dans levide, on obtient ainsi pour tout hamp salaire réel libre Φ(x), quelle que soit la fontion j(x), l'identité
〈0| exp

(

i

∫

d4x j(x)Φ(x)

)

|0〉 = exp

(

−1

2

∫

d4xd4y j(x)j(y) 〈0|Φ(x)Φ(y)|0〉
)

, (7.126)puisque le produit normal donne 1 par onstrution.3. En développant ette équation en puissanes de j(x), montrer que la valeur moyenne dans le vide d'unproduit d'un nombre arbitraire de hamps 〈0|Φ(x1)Φ(x2) · · ·Φ(xN )|0〉 (fontion à N points) s'exprime enfontion de la fontion à deux points 〈0|Φ(x)Φ(y)|0〉. Véri�er en partiulier l'identité
〈0|Φ(x1)Φ(x2)Φ(x3)Φ(x4)|0〉 = 〈0|Φ(x1)Φ(x2)|0〉 〈0|Φ(x3)Φ(x4)|0〉

+〈0|Φ(x1)Φ(x3)|0〉 〈0|Φ(x2)Φ(x4)|0〉
+〈0|Φ(x1)Φ(x4)|0〉 〈0|Φ(x2)Φ(x3)|0〉. (7.127)



Chapitre 8Quanti�ation du hamp de DiraDans le hapitre préédent, nous avons onstruit pour haque point de l'espae-temps un opérateur Φ(t, ~x)satisfaisant à l'équation de Klein-Gordon et véri�ant des relations de ommutation anoniques loales. Danse hapitre, nous allons faire de même pour l'équation de Dira. Malheureusement, nous ne pouvons pas suivreune démarhe parallèle à elle du hapitre préédent en raison de deux di�érenes fondamentales : d'une part,l'équation de Dira est du premier ordre en temps, don la quanti�ation ne peut pas se faire diretement àpartir du lagrangien ; d'autre part, le hamp de Dira quantique ne peut s'obtenir par quanti�ation d'unethéorie hamiltonienne lassique, e qui est lié au aratère fermionique des partiules qu'il dérit. Pour etteraison, nous ommenerons e hapitre par quelques généralités (setions 8.1 et 8.2). Nous quanti�ons ensuitele hamp de Dira.8.1 Quanti�ation des équations du premier ordreContrairement à l'équation de Klein-Gordon, l'équation de Dira est du premier ordre en temps. Il estalors impossible de déduire diretement le formalisme hamiltonien d'un formalisme lagrangien. En e�et, leséquations d'Euler-Lagrange
∂L

∂qi
=

d

dt

(

∂L

∂q̇i

)sont du premier ordre en temps si et seulement si ∂L/∂q̇i est indépendant des q̇i. Dans e as, on ne peutpas exprimer les q̇i en fontion des qi et des pi = ∂L/∂q̇i, e qui est la ondition pour érire les équations dumouvement sous forme hamiltonienne.La bonne façon d'e�etuer la quanti�ation anonique d'un tel système est d'érire diretement les équa-tions du mouvement sous forme hamiltonienne, sans passer par un lagrangien. C'est à dire qu'il faut trouverun ensemble de variables dynamiques réelles qj et pj telles que l'équation de Dira dans un volume V soitéquivalente au système d'équations d'évolution soient de la forme
dqj
dt

=
∂H

∂pj

dpj

dt
= −∂H

∂qj
, (8.1)où H est une fontion réelle des variables qj et pj . La théorie quantique s'obtient ensuite en imposant lesrelations de ommutation anoniques :

[qj , qk] = [pj, pk] = 0
[qj , pk] = iδj,k (8.2)dans un système d'unités où ~ = 1. Comme nous le verrons, il y a une in�nité de hoix possibles pour qj , pj ,

H qui donnent les bonnes équations lassiques du mouvement, mais qui ne onduisent pas tous à des théoriesquantiques équivalentes. Pour le hamp de Dira, nous imposerons de plus qu'il y ait un état fondamental(de plus basse énergie) bien dé�ni, et que les observables onstruites à partir de Ψ(~x) ommutent en despoints di�érents, 'est à dire que la théorie soit loale.Signalons que le lagrangien est néanmoins utile pour mettre en évidene les symétries de la théorie(invariane de Lorentz par exemple) et pour onstruire les quantités onservées au moyen du théorème deNoether (impulsion, harge, moment inétique). Nous ne l'étudierons pas dans e ours. Toutes les remarquesi-dessus s'appliquent à la seonde quanti�ation de l'équation de Shrödinger, que nous n'étudierons pasnon plus. 125



126 CHAPITRE 8. QUANTIFICATION DU CHAMP DE DIRAC8.2 Quanti�ation des variables normalesUn hamp libre dans un volume donné peut toujours être déomposé en modes normaux, 'est à dire enmodes de fréquenes bien dé�nies. Les amplitudes de es modes deviennent, dans la théorie quantique, desopérateurs de réation et d'annihilation, omme nous l'avons déjà onstaté sur l'exemple du hamp salaire,Eq. (7.25). Avant d'étudier le as partiulier du hamp de Dira, nous allons donner quelques propriétésgénérales de es amplitudes, dites variables normales .8.2.1 Variable anonique omplexeNous allons ommener par rérire les équations de Hamilton (8.1) sous une forme qui nous sera plusutile. Nous introduisons pour ela la variable omplexe
aj =

√

λ

2
qj +

i√
2λ
pj , (8.3)où λ est une onstante positive quelonque. On peut alors exprimer H en fontion des variables aj et deleur omplexe onjugué a∗j , qu'on peut traiter formellement omme des variables indépendantes dans lesopérations de di�érentiation. On exprime pour ela les qj et les pj en fontion des nouvelles variables :

qj =
1√
2λ

(

aj + a∗j
)

pj = −i
√

λ

2

(

aj − a∗j
)

. (8.4)On en déduit
∂H

∂a∗j
=

∂H

∂qj

∂qj
∂a∗j

+
∂H

∂pj

∂pj

∂a∗j

= − 1√
2λ

dpj

dt
+ i

√

λ

2

qj
dt

= i
daj

dt
. (8.5)En alulant de la même façon ∂H/∂aj, on obtient l'équation omplexe onjuguée de elle-i, qui est équi-valente. Le hangement de variables que nous avons e�etué permet don de remplaer les équations réelles(8.1) par les équations omplexes

i
daj

dt
=
∂H

∂a∗j
. (8.6)Ces équations peuvent être hoisies pour base du formalisme hamiltonien, au lieu des équations (8.1). Dans lesnouvelles variables, en utilisant l'équation (8.3), les relations de ommutations anoniques (8.2) deviennent

[aj , ak] = 0

[aj , a
†
k] = δj,k, (8.7)où nous avons naturellement noté a†k l'opérateur assoié à la variable lassique a∗k.8.2.2 Cas des variables normalesUn as partiulier important est elui des variables dont le omportement en temps est harmonique,

aj(t) ∝ e−iωjt. On les appelle des variables normales . Leur équation d'évolution,
i
daj

dt
= ωjaj , (8.8)se met sous la forme anonique (8.6) ave

H =
∑

j

ωja
∗
jaj . (8.9)C'est simplement une olletion d'osillateurs harmoniques indépendants. Le hamiltonien du hamp salairelibre est bien de ette forme lorsqu'on l'exprime en fontion des amplitudes des modes propres, Eq. (7.27),à une onstante additive près qui ne modi�e pas les équations du mouvement.



8.2. QUANTIFICATION DES VARIABLES NORMALES 127Il n'est pas inutile de mentionner que 'est préisément en suivant la démarhe i-dessus que Dira aquanti�é le hamp életromagnétique en 1927 : il ommene par remarquer que le hamp életromagnétiquedans un volume quelonque se déompose en modes normaux de fréquenes bien dé�nies ; il met ensuite leséquations d'évolution des amplitudes de es modes sous la forme hamiltonienne (8.6), où H est donné par(8.9) ; il quanti�e en�n la théorie ave les relations de ommutation anoniques (8.7).Si on veut que le hamiltonien soit borné inférieurement, il est important que les ωj soient tous positifs.Notons que a∗j (t) ∝ eiωjt, 'est à dire que les a∗j ont des fréquenes opposées aux aj . Par exemple, dans ladéomposition du hamp salaire en modes normaux, Eq. (7.23), on a bien un opérateur d'annihilation bassoié au terme de fréquene positive, et un opérateur de réation d† assoié au terme de fréquene négative.Notons en�n qu'on peut multiplier aj et a∗j par une même onstante réelle κ, et H par κ2, sans hangerles équations du mouvement lassique. En revanhe, on obtient une théorie quantique di�érente, puisqu'onmodi�e les relations de ommutation (8.7). Ce qui préède ne su�t pas à nous dire omment normaliser les
aj .8.2.3 Variables normales en méanique quantiqueLa méanique quantique est plus générale que la méanique lassique et admet par onséquent despossibilités plus variées. Ainsi, dans la représentation de Heisenberg, en utilisant l'équation de Ehrenfest(7.5), on a a(t) ∝ e−iωt si et seulement si

[a,H ] = ωa. (8.10)Une solution partiulière de ette équation est bien sûr fournie par la quanti�ation anonique de l'osillateurharmonique, H = ωa†a, ave [a, a†] = 1. Il en existe d'autres. Si on herhe à préserver le hamiltonien sousla forme H = ωa†a, on peut déduire de l'équation (8.10) que les valeurs propres de a†a sont 0, 1, · · · , N (voirexerie 8.5.1), mais le nombre N + 1 de niveaux est a priori arbitraire. Il est in�ni lorsque [a, a†] = 1.Un autre as important, mais qui n'a pas de limite lassique, est elui du système à deux niveaux. Notons
|0〉 le fondamental et |1〉 l'état exité, à ω au-dessus du fondamental. Dans ette base, la matrie de H s'érit

H =

(

0 0
0 ω

)

. (8.11)Posons
a =

(

0 1
0 0

)

. (8.12)On en déduit
a† =

(

0 0
1 0

)

. (8.13)On véri�e, ave es notations, l'équation H = ωa†a, ainsi que l�equation (8.10).Des équations (8.12) et (8.13), on déduit par ailleurs
a2 = 0

aa† + a†a = 1. (8.14)Notons que a et a† sont interhangeables dans es deux équations, e qui n'est pas le as pour l'osillateurharmonique. Si on éhange a et a†, l'état |0〉 dé�ni par a|0〉 = 0 devient l'état exité, et |1〉 l'état fondamental.8.2.4 Ensemble de systèmes à deux niveaux ; relations d'antiommutationConsidérons à présent un ensemble de N systèmes à deux niveaux indépendants, d'énergies d'exitation
ωj , ave j = 1, · · · , N . On érit naturellement le hamiltonien sous la forme (8.9), où haun des aj véri�eles équations (8.14). Pour des systèmes indépendants, il paraît naturel de supposer que aj ommute ave
ak et a†k pour j 6= k. Moyennant des hangements de signe dans les matries des aj , il est en fait possible(voir exerie 8.5.2) de les onstruire de telle sorte qu'ils antiommutent au lieu de ommuter. L'intérêt de ehoix est son élégane formelle : on obtient des relations analogues aux relations de ommutation anoniques(8.7), mais où tous les ommutateurs sont remplaés par des antiommutateurs.

{aj, ak} = 0

{aj, a
†
k} = δj,k. (8.15)



128 CHAPITRE 8. QUANTIFICATION DU CHAMP DE DIRACLe hamiltonien s'érit toujours
H =

N
∑

j=1

ωja
†
jaj. (8.16)L'identité suivante, déjà utilisée dans le hapitre 3, est utile :

[A,BC] = {A,B}C − {A,C}B. (8.17)Elle permet d'érire, en utilisant (8.15),
[aj , a

†
kak] = {aj, a

†
k}ak − {aj , ak}a†k = δj,kak = δj,kaj (8.18)On en déduit que haun des aj véri�e une équation d'évolution analogue à (8.10) : [aj , H ] = ωjaj .8.3 Quanti�ation du hamp de Dira libre8.3.1 Déomposition en modes normauxLe hamiltonien de l'équation de Dira, ~α · (−i~∇)+ βm, peut être diagonalisé dans une base orthonormée(par exemple une base d'ondes planes), 'est à dire qu'on peut trouver un ensemble de fontions propres

ψα(~x) véri�ant
(

~α · (−i~∇) + βm
)

ψα(~x) = Eαψα(~x), (8.19)qui traduit que ψα(~x) est fontion propre d'énergie Eα (positive ou négative), et
∫

ψ†
α(~x)ψβ(~x)d3~x = δα,β, (8.20)qui traduit que les états sont normalisés et orthogonaux entre eux. Pour avoir une base de l'ensemble desétats, il faut de plus véri�er la relation de omplétude ∑α |ψα〉〈ψα| = 1. En désignant par ψα,a(~x) la aemeomposante de ψα(~x), ave a = 1, · · · , 4, ette relation de omplétude s'érit plus expliitement

∑

α

ψα,a(~x)ψ∗
α,b(~x

′) = δa,b δ
3(~x− ~x′). (8.21)Une solution arbitraire de l'équation de Dira libre peut être déomposée sur ette base. Nous herhonsà onstruire une théorie quantique, où haque omposante de Ψ(t, ~x) soit un opérateur, don les amplitudesde haune des ψα(~x) seront des opérateurs, de même que pour le hamp salaire. Nous érivons ettedéomposition sous la forme

Ψ(t, ~x) =
∑

α

ψα(~x)
bα(t) si Eα > 0
d†α(t) si Eα < 0

. (8.22)L'équation de Dira impose bα(t) = e−iEαtbα(0) et d†α(t) = e−iEαtd†α(0). Comme pour le hamp salaire(Eq.(7.23)) nous avons noté d†α, et non dα, l'amplitude assoiée à un mode de fréquene négative. Ave etteonvention, bα(t) et dα(t) varient tous deux omme e−iωt ave ω > 0 (ω = Eα pour bα(t) et ω = −Eα pour
dα(t)). 1Les équations d'évolution de bα(t) et dα(t) peuvent être déduites du hamiltonien

H =
∑

Eα>0

Eαb
†
αbα +

∑

Eα<0

(−Eα)d†αdα. (8.23)(f. Eq. (8.16)), que nous hoisissions entre les b et les d des relations de ommutation, analogues auxEq. (7.24) (en remplaant ~p par α), ou des relations d'antiommutation à temps égaux
{bα(t), b†β(t)} = {dα(t), d†β(t)} = δα,β

{bα(t), dβ(t)} = {bα(t), bβ(t)} = {dα(t), dβ(t)} = {bα(t), d†β(t)} = 0. (8.24)En hoisissant, dans l'équation (8.22), de déomposer Ψ(t, ~x) sur une base d'états propres normalisés ,nous avons impliitement �xé la normalisation des amplitudes bα et dα. N'importe quel hoix de normalisationnous aurait donné la bonne équation du mouvement pour Ψ(t, ~x), mais le hoix que nous avons fait nouspermet en outre d'obtenir une théorie loale, omme nous allons le voir.1Notons la di�érene ave le hapitre 7, où les opérateurs b~p et d~p étaient dé�nis de telle sorte qu'ils soient indépendants dutemps. Nous adopterons la même onvention plus loin dans e hapitre ar elle est pratique pour dé�nir les états de partiules,mais elle masque le fait que les bα et les dα sont les variables dynamiques du système.



8.4. INTERPRÉTATION PHYSIQUE : PARTICULES ET OBSERVABLES 1298.3.2 LoalitéNous voulons que notre théorie soit loale, 'est à dire que des observables en des points di�érentsde l'espae ommutent à temps égaux. Choisissons les relations d'antiommutation i-dessus et alulonsl'antiommutateur entre deux omposantes de Ψ(t, ~x) ou Ψ†(t, ~x) en des points di�érents. En utilisant ladéomposition (8.22), on obtient immédiatement
{Ψa(t, ~x),Ψb(t, ~x

′)} = 0

{Ψa(t, ~x),Ψ
†
b(t, ~x

′)} =
∑

α

ψα,a(~x)ψ∗
α,b(~x

′) = δa,b δ
3(~x− ~x′), (8.25)où nous avons utilisé la relation de omplétude (8.21). Les antiommutateurs sont tous nuls en des pointsdi�érents. Or nous voulons que les observables ommutent, et non qu'elles antiommutent. Mais les obser-vables sont toujours des formes bilinéaires des omposantes de Ψ et Ψ†. En utilisant l'identité (8.17), on endéduit qu'elles ommutent bien en des points di�érents.Si nous avions utilisé des ommutateurs à la plae des antiommutateurs, nous aurions un hangementde signe dans l'équation (8.25).

[Ψa(t, ~x),Ψb(t, ~x
′)] = 0

[Ψa(t, ~x),Ψ†
b(t, ~x

′)] =
∑

Eα>0

ψα,a(~x)ψ∗
α,b(~x

′) −
∑

Eα<0

ψα,a(~x)ψ∗
α,b(~x

′). (8.26)A ause de e signe, nous ne pouvons pas utiliser la relation de omplétude (8.21) et le ommutateur nes'annule pas en des points di�érents.De même, si nous avions hoisi de quanti�er le hamp salaire ave des antiommutateurs, nous aurionsun signe + au lieu du signe − dans l'équation (7.37), et les antiommutateurs ne s'annuleraient pas en despoints di�érents.Dans le as du hamp salaire omme du hamp de Dira, le hoix entre les antiommutateurs et lesommutateurs n'est pas arbitraire. Il nous est dité par deux onditions : la positivité de l'énergie, qui nousimpose d'assoier un opérateur de réation aux modes de fréquene négative, et la loalité de la théorie.8.4 Interprétation physique : partiules et observables8.4.1 Forme loale du hamiltonienNous avons déjà donné l'expression du hamiltonien en fontion des opérateurs de réation et d'annihila-tion, Eq. (8.23). On peut aussi l'exprimer en fontion du hamp Ψ(x) :
H =

∫

Ψ†(~x)(~α · (−i~∇) + βm)Ψ(~x)d3~x. (8.27)Remarquons que si Ψ(~x) désigne une fontion d'onde, et non plus un hamp quantique, alors le seondmembre de ette équation est simplement la valeur moyenne du hamiltonien de Dira dans l'état Ψ(~x). Pourvéri�er que ette expression est équivalente à l'expression (8.23), on utilise la déomposition du hamp (8.22),puis le fait que les ψα(~x) sont des veteurs propres du hamiltonien de Dira, Eq. (8.19), et en�n qu'ils sontorthonormés, Eq. (8.20). On trouve ainsi
H =

∑

Eα>0

Eαb
†
αbα +

∑

Eα<0

Eαdαd
†
α. (8.28)En utilisant les relations anoniques (8.24), il vient

H =
∑

Eα>0

Eαb
†
αbα +

∑

Eα<0

(−Eα)d†αdα +
∑

Eα<0

Eα. (8.29)Cette expression di�ère de (8.23) par une onstante, ertes in�nie, mais qui ne modi�e pas les équations dumouvement.8.4.2 Le vide et son énergiePuisque les b†αbα et d†αdα valent 0 ou 1, et sont a�etés de oe�ients positifs dans l'équation (8.29), levide |0〉, qui est par dé�nition l'état fondamental, d'énergie la plus basse, sera elui pour lequel tous les b†αbαet d†αdα sont nuls, 'est à dire qu'il sera dé�ni omme pour un hamp salaire : pour tout α, bα|0〉 = dα|0〉 = 0



130 CHAPITRE 8. QUANTIFICATION DU CHAMP DE DIRACL'énergie du vide, déduite de l'équation (8.29), vaut alors
〈0|H |0〉 =

∑

Eα<0

Eα. (8.30)Remarquons qu'elle est négative pour le hamp de Dira, alors qu'elle était positive pour le hamp salaire,Eq. (7.30). Un intérêt des théories supersymétriques , qui assoient à haque boson un fermion, est quel'énergie du vide y est nulle.8.4.3 Etats à une partiule ; redé�nition de bα et dαComme pour le hamp salaire, un état à une partiule dans l'état α est obtenu par ation de b†α sur levide. Mais les opérateurs b†α dé�nis plus haut dépendent du temps ; or nous voulons, dans la représentationde Heisenberg, que les états physiques soient indépendants du temps. Nous e�etuerons don dans e quipréède les substitutions
bα(t) → bαe

−iEαt

d†α(t) → d†αe
−iEαt, (8.31)de telle sorte que les nouveaux opérateurs soient indépendants du temps. Cette redé�nition ne modi�e pasles relations anoniques (8.24), et laisse inhangés les b†αbα et d†αdα dont dépend le hamiltonien (8.29). Aveette nouvelle dé�nition, l'équation (8.22) devient

Ψ(t, ~x) =
∑

α

ψα(t, ~x)
bα si Eα > 0
d†α si Eα < 0

, (8.32)où les ψα(t, ~x) sont une base orthonormée d'états propres du hamiltonien de Dira libre.Les états à une partiule sont alors dé�nis par b†α|0〉 et les états à une antipartiule par d†α|0〉.8.4.4 Prinipe d'exlusion de PauliL'interprétation du hamp de Dira quanti�é en termes de partiules est la même que pour le hampsalaire. A haque solution d'énergie positive de l'équation de Dira ψα(x) est assoiée un opérateur �nombrede partiules dans l'état α�, b†αbα, haque partiule ayant l'énergie Eα ; à haque solution d'énergie Eαnégative est assoiée un opérateur �nombre d'antipartiules dans l'état α�, d†αdα. Ces antipartiules ontl'énergie positive −Eα, en aord ave les interprétations de Feynman et de Dira des états d'énergie négative.La di�érene fondamentale ave le hamp salaire, 'est que le nombre de partiules ou d'antipartiules dansun état α ne peut valoir que 0 ou 1, e qui est le prinipe d'exlusion de Pauli.8.4.5 Charge, impulsionOn dé�nit l'opérateur de ourant Jµ(x) = Ψ̄(x)γµΨ(x). Il est onservé, ∂µJ
µ = 0, pour les mêmes raisonsque dans l'équation de Dira non quanti�ée, l'équation du mouvement étant la même. Cependant, nous allonsvoir que son interprétation physique est di�érente. Calulons pour ela la harge en utilisant les équations(8.22) puis (8.20), omme nous l'avons fait pour le hamiltonien :

Q =

∫

J0d3~x =

∫

Ψ†(~x)Ψ(~x)d3~x

=
∑

Eα>0

b†αbα +
∑

Eα<0

dαd
†
α

=
∑

Eα>0

b†αbα −
∑

Eα<0

d†αdα +
∑

Eα<0

1. (8.33)Si on onserve ette dé�nition, la harge du vide est in�nie (voir exerie 8.5.3 pour une interprétationphysique). Pour éviter et inonvénient, on redé�nit l'opérateur Q en soustrayant ette onstante in�nie. Defaçon générale, pour qu'un opérateur agissant sur le vide donne la valeur 0, il su�t que tous les opérateursd'annihilation soient à gauhe des opérateurs de réation. On peut toujours hanger l'ordre d'un produitd'opérateurs (en hangeant le signe si besoin dans le as des fermions) pour que e soit le as. On appelleune telle opération un �produit normal�, omme dans le hapitre préédent, et on le note en mettant deuxpoints de haque �té de l'opérateur. On dé�nira ainsi le ourant életrique par Jµ(x) =: Ψ̄(x)γµΨ(x) :. Il



8.5. EXERCICES 131ne di�ère de la dé�nition préédente par une onstante, don l'équation de onservation est toujours vraieave la nouvelle dé�nition. La harge devient alors
Q =

∫

: Ψ†(t, ~x)Ψ(t, ~x) : d3~x

=
∑

Eα>0

b†αbα −
∑

Eα<0

d†αdα. (8.34)En faisant ette opération de �produit normal�, on perd la propriété de positivité de Q. Son signe estmaintenant négatif pour un état à une antipartiule. L'interprétation orrete de Jµ(x) n'est plus un ourantde probabilité, omme dans le hapitre 3, mais un ourant életrique (à une onstante multipliative e près).Le alul fait i-dessus pour l'énergie et pour la harge se généralise immédiatement à toute autreonstante du mouvement de la méanique quantique relativiste, par exemple l'impulsion. On dé�nira natu-rellement l'opérateur d'impulsion par
~P =

∫

Ψ†(t, ~x)(−i~∇)Ψ(t, ~x)d3~x. (8.35)Pour l'exprimer en fontion des opérateurs de réation et d'annihilation, il su�t de hoisir pour ψα(~x) unebase d'ondes planes, qui diagonalise simultanément ~P et H . On trouve alors une expression analogue à (8.29),où Eα est remplaée par l'impulsion ~pα de l'onde plane. Comme pour l'énergie, l'impulsion de l'antipartiulea don le signe opposé à l'impulsion de l'équation de Dira, en aord ave l'interprétation des états d'énergienégative.8.5 Exeries8.5.1 Variables normales et niveaux d'énergie1. Soit a un opérateur tel que [a,H ] = ωa, où H est un opérateur hermitique. Montrer que si |ψ〉 est veteurpropre de H ave la valeur propre E, alors a|ψ〉 est soit nul, soit veteur propre de H ave la valeur propre
E − ω. De même, montrer que a†|ψ〉 est soit nul, soit veteur propre de H ave la valeur propre E + ω.2. Montrer que les valeurs propres de a†a sont réelles et positives, a désignant un opérateur quelonque.Montrer que a†a|ψ〉 = 0 si et seulement si a|ψ〉 = 0.3. On suppose omme dans la première question que [a,H ] = ωa, et en outre que H = ωa†a, où ω est unréel positif. En utilisant les résultats des deux questions préédentes, montrer que les valeurs propres de Hsont espaés de ω à partir de 0.8.5.2 Systèmes à deux niveaux1. Soit a un opérateur véri�ant les relations (8.14). Montrer que [a, a†] est hermitique, de arré 1, et anti-ommute ave a et a†. Erire sa matrie dans la représentation (8.12).2. Soit un ensemble de N opérateurs aj , ave j = 1, · · · , N , véri�ant les relations (8.14) et ommutant entreeux, 'est à dire

[aj , ak] = [aj , a
†
k] = 0 (8.36)pour j 6= k. On dé�nit les opérateurs bj par

bj = aj

∏

k<j

[ak, a
†
k]. (8.37)Montrer que les bj satisfont aux relations d'antiommutation anoniques (8.15),8.5.3 Mer de DiraLes relations d'antiommutation anoniques (8.24) sont inhangées si on éhange les opérateurs dα aveleurs adjoints d†α, e qui ne serait pas si l'on avait des relations de ommutation.Ehangeons don dα et d†α dans tout e hapitre. Comment s'exprime le hamiltonien en fontion desopérateurs �nombres de partiules� b†αbα et d†αdα ? Dé�nissons ensuite l'état �vide de partiules� |0′〉 par

bα|0′〉 = dα|0′〉 = 0 quel que soit α. Comment le vide physique |0〉, état de plus basse énergie de la théorie,s'obtient-il à partir de l'état |0′〉 ? Quelle relation voyez-vous ave l'interprétation de Dira des états d'énergienégative, étudiée dans le hapitre 3 ?
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Chapitre 9Théorie des perturbationsNous avons montré, dans les deux hapitres préédents, qu'un hamp salaire orrespond à un nombrearbitraire de bosons identiques de spin nul, et qu'un hamp de Dira orrespond à un nombre arbitraire defermions identiques de spin 1
2 . Les interations entre les partiules résultent naturellement des interationsentre les hamps qui leurs orrespondent. Nous ne ferons ii qu'esquisser e vaste sujet. Il y a quelquesexemples de théories en interation exatement solubles, omme l'interation ave une soure dans la setion7.6. Mais on doit plus souvent se ontenter de résultats approhés : les amplitudes de probabilité des proessusphysiques se alulent au moyen de la théorie des perturbations, 'est à dire en les développant en puissanesde l'interation.Pour les aluls de perturbation, on n'utilise pas en général la représentation de Heisenberg, omme dansles deux hapitres préédents, mais la représentation d'interation, que nous dé�nissons dans la setion 9.1.Nous donnons ensuite quelques exemples de aluls de perturbation au premier ordre, dans la setion 9.2.Cei nous permettra d'une part de retrouver des résultats établis de façon heuristique dans les premiershapitres ; d'autre part de dérire de nouveaux phénomènes physiques, notamment la radioativité β dontnous dirons quelques mots.Nous passerons ensuite aux aluls de perturbation d'ordre supérieur. Pour ela, il nous faudra introduireles propagateurs, omme en méanique quantique relativiste. Nous verrons que le problème du hoix dupropagateur ne se pose pas en théorie des hamps, où un propagateur partiulier, dit �propagateur deFeynman�, apparaît naturellement dans le formalisme. Nous nous ontenterons d'une version très simpli�éedu formalisme de la théorie des perturbations, et nous montrerons omment les diagrammes de Feynmanapparaissent dans le adre de la théorie des hamps.9.1 Représentation d'interation9.1.1 Dé�nitionJusqu'ii, nous avons utilisé la représentation de Heisenberg de la méanique quantique, dans laquelle lesveteurs d'état |ψ〉H (où l'indie H fait référene à Heisenberg) sont indépendants du temps, et un opérateur

OH dépend du temps suivant l'équation de Ehrenfest :
d|ψ〉H
dt

= 0

dOH

dt
= −i[OH , H ]. (9.1)Nous avons supposé, dans la dernière équation, que l'opérateur ne dépend pas expliitement du temps, maisqu'il n'en dépend qu'à travers les variables dynamiques (X et P dans le as de la méanique quantique, Φ(x)et ∂Φ/∂t dans le as de la théorie des hamps).Vous onnaissez par ailleurs la représentation de Shrödinger, où 'est l'inverse : les opérateurs sontindépendants du temps, et les veteurs d'état dépendent du temps :

d|ψ〉S
dt

= −iH |ψ〉S
dOS

dt
= 0. (9.2)Ces deux représentations sont reliées par les équations

|ψ〉H = eiHt|ψ〉S133
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OH = eiHt OS e

−iHt. (9.3)En insérant es équations dans (9.1), on retrouve en e�et les équations (9.2), e qui prouve l'équivaleneentre es deux formulations de la méanique quantique. Mentionnons toutefois que si les mêmes équationss'appliquent formellement à la théorie des hamps, une étude mathématique plus soigneuse montre que lesdeux représentations ne sont pas toujours équivalentes en raison du nombre in�ni de degrés de liberté. Pourplus de détails sur e point (sans onséquene pratique pour e ours d'introdution) nous renvoyons au livrede Dira, Letures on Quantum Field Theory , Aademi Press, 1966.La représentation d'interation, que nous hoisirons dans e hapitre, est un intermédiaire entre la repré-sentation de Shrödinger et la représentation de Heisenberg. On sépare le hamiltonien en deux termes (onpeut hoisir ette séparation omme on le souhaite) H = H0 + Hint. La représentation d'interation, quenous repérerons par un indie I, est dé�nie à partir de la représentation de Shrödinger par
|ψ〉I = eiH0t|ψ〉S
OI = eiH0t OS e

−iH0t. (9.4)Ave ette dé�nition, nous voyons que H0 garde la même expression dans la représentation d'interationque dans la représentation de Shrödinger ; en partiulier, il reste indépendant du temps. Par ontre, Hintdépend du temps, et nous noterons simplement HI(t) sa valeur dans la représentation d'interation :
HI(t) = eiH0tHint,S e

−iH0t. (9.5)En utilisant les équations (9.2), on obtient alors failement les équations
d|ψ〉I
dt

= −iHI(t)|ψ〉I
dOI

dt
= −i[OI , H0]. (9.6)En omparant ave les équations dé�nissant les représentations de Heisenberg et de Shrödinger, on voit quela représentation d'interation est en quelque sorte �Heisenberg pour H0, et Shrödinger pour Hint�.On hoisit pour H0 le hamiltonien du (ou des) hamp(s) libre(s), et pour Hint les termes d'interationentre es hamps. Les équations (9.6) montrent alors que les équations d'évolution des opérateurs, 'est àdire des hamps, sont les mêmes que pour le hamp libre. Par onséquent, la déomposition en ondes planeset les relations de ommutations anoniques sont inhangées. Les interations sont ontenues dans l'évolutiondu veteur d'état, que nous allons maintenant étudier.9.1.2 Solution de l'équation d'évolutionExpliquons maintenant omment on résout l'équation di�érentielle.

d|ψ〉I
dt

= −iHI(t)|ψ〉I (9.7)ave des onditions initiales données en t0. Si HI(t) était un nombre, la solution serait simplement
|ψ(t)〉I = e

−i
R

t
t0

HI(t′)dt′ |ψ(t0)〉I . (9.8)Mais les opérateurs HI(t) pour deux valeurs di�érentes de t ne ommutent pas entre eux, don e n'est passi simple. Nous allons ommener par remplaer ette équation di�érentielle par une équation intégrale quilui est équivalente
|ψ(t)〉I = |ψ(t0)〉I − i

∫ t

t0

dt′HI(t
′)|ψ(t′)〉I . (9.9)Cette équation est en e�et valable pour t = t0, et en la dérivant par rapport à t, on retrouve l'équationdi�érentielle (9.7). Nous avons renontré des équations intégrales analogues dans le hapitre 5, par exemplel'équation (5.21). Nous savons qu'elles se prêtent à un développement en puissanes de l'interation, ii HI .Au premier ordre en HI , on peut remplaer |ψ(t′)〉I par |ψ(t0)〉I dans le membre de droite :

|ψ(t)〉I =

(

1 − i

∫ t

t0

dt′HI(t
′)

)

|ψ(t0)〉I . (9.10)
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tFig. 9.1 � La région hahurée représente le domaine d'intégration de la perturbation au deuxième ordre,équation (9.11).Au deuxième ordre, on remplae |ψ(t′)〉I son expression au premier ordre dans le membre de droite de (9.9),e qui donne

|ψ(t)〉I =

(

1 − i

∫ t

t0

dt′HI(t
′) + (−i)2

∫ t

t0

dt′
∫ t′

t0

dt′′HI(t
′)HI(t

′′)

)

|ψ(t0)〉I , (9.11)et ainsi de suite. Ce qui est important dans la dernière équation, 'est l'ordre des opérateurs du dernier terme.On a toujours t′ > t′′, e qui signi�e que le produit HI(t
′)HI(t

′′) est ordonné par temps déroissants. Ledomaine d'intégration, représenté sur la �gure 9.1, n'est pas ommode. Si on intègre sur le arré [t0, t]× [to, t],on rajoute une ontribution similaire, à ei près que l'ordre des opérateurs est inversé. Pour y remédier,on dé�nit une opération qui remet les opérateurs dans le bon ordre : le T -produit de deux opérateurs O(t)dépendant du temps est dé�ni par
TO(t)O(t′) = θ(t− t′)O(t)O(t′) + θ(t′ − t)O(t′)O(t), (9.12)où θ(t) désigne la fontion de Heaviside. Ce T -produit est tout simplement un produit ordonné dans l'ordredes temps déroissants. En utilisant ette notation, on peut érire l'équation (9.11) sous la forme

|ψ(t)〉I =

(

1 − i

∫ t

t0

dt′HI(t
′) +

(−i)2
2

∫ t

t0

∫ t

t0

dt′dt′′ THI(t
′)HI(t

′′)

)

|ψ(t0)〉I , (9.13)où le fateur 1
2 ompense le fait que nous avons doublé le domaine d'intégration. On reonnaît, au T -produitprès, le développement de l'exponentielle de l'équation (9.8). De fait, en généralisant le T -produit à unproduit de plusieurs hamps, la solution générale de notre équation di�érentielle (9.7) s'érit

|ψ(t)〉I = Te
−i

R

t
t0

HI (t′)dt′ |ψ(t0)〉I . (9.14)Dans e qui suit, nous allons d'abord donner quelques exemples d'appliation de la théorie des perturbationsdu premier ordre, puis nous introduirons les propagateurs de Feynman, qui permettent de faire des alulsde perturbation aux ordres supérieurs.9.2 Perturbations au premier ordreNous allons maintenant appliquer l'équation (9.10) à des aluls de perturbation au premier ordre. Nousallons ainsi retrouver des résultats déjà obtenus dans les hapitres préédents, ainsi que des résultats nou-veaux.9.2.1 GénéralitésNous supposerons dans tout e hapitre que le hamiltonien d'interation HI(t) s'annule pour t → ±∞.Alors les états entrants (t→ −∞) et sortants (t→ +∞), dits états �asymptotiques�, sont eux de la théorielibre. Ils sont don indépendants du temps, omme dans les deux hapitres préédents.La réalité est bien plus omplexe : un életron, même isolé, rée un hamp életromagnétique et interagitave elui-i, don l'interation ne s'annule jamais. Ces ompliations font partie des di�ultés de la théoriequantique des hamps, et nous les laisserons de �té dans e ours d'introdution.



136 CHAPITRE 9. THÉORIE DES PERTURBATIONSNotons |i〉 l'état du système pour t→ −∞, et herhons à aluler l'amplitude de probabilité pour que lesystème soit dans un état |f〉 di�érent pour t→ +∞. Par �di�érent�, nous voulons dire qu'il véri�e 〈f |i〉 = 0.Au premier ordre de la théorie des perturbations, nous pouvons appliquer l'équation (9.10) en prenant leslimites t→ +∞ et t→ +∞. L'amplitude de transition s'érit alors
Afi = −i〈f |

∫ +∞

−∞

dtHI(t)|i〉. (9.15)On s'intéresse en général à des proessus pour lesquels les états |i〉 et |f〉 ontiennent un nombre déterminéde partiules. Ces états s'obtiennent en faisant agir des opérateurs de réation sur le vide |0〉. Pour alulerl'amplitude de transition, il su�t de aluler la valeur moyenne dans le vide d'un produit d'un ertain nombred'opérateurs. Le théorème de Wik, étudié en travaux dirigés, donne une façon systématique d'e�etuer ealul, en se ramenant à des valeurs moyennes de produits de deux opérateurs.9.2.2 Champ salaire en interation ave une soureCommençons par un exemple que nous avons résolu exatement dans la setion 7.6, la réation departiules par une soure. A partir du lagrangien (7.70), le théorème de Noether donne l'expression del'énergie : on trouve failement que le hamiltonien d'interation s'érit
HI(t) = −

∫

j(t, ~x)Φ(t, ~x)d3~x. (9.16)Supposons que l'état initial est le vide, |0〉, et alulons l'amplitude de réation d'une partiule d'impulsion
~p, orrespondant à un état �nal |f〉 = a†~p|0〉. L'équation (9.15) donne l'amplitude de probabilité :

Afi = i

∫

d4x〈0|a~pΦ(x)|0〉j(x). (9.17)En remplaçant Φ(x) par sa déomposition (7.63),
Afi = i

∫

d4xφ∗~p(x)j(x) = λ~p, (9.18)où λ~p est dé�ni par l'équation (7.76). La probabilité de réer plus d'une partiule est nulle au premier ordre.Ces résultats oïnident ave eux obtenus préédemment, si on développe les équations (7.79) et (7.80) àl'ordre dominant en λ~p.9.2.3 Eletrodynamique quantiqueCréation de photonsConsidérons maintenant un proessus formellement analogue, mais plus parlant physiquement, la réationde photons par un ourant lassique jµ(x), étudiée au hapitre 4. Le hamiltonien d'interation orrespondantest
HI(t) =

∫

jµ(t, ~x)Aµ(t, ~x)d3~x, (9.19)dont l'analogie ave (9.16) est évidente. Nous n'avons pas eu le temps d'étudier la quanti�ation du hampéletromagnétique libre. En raisonnant par analogie ave le hamp salaire, Eq. (7.63), il n'est pas di�ilede se onvainre qu'elle est donnée par
Aµ(x) =

∑

~k,~ǫ

(

a~k,~ǫ A
µ
~k,~ǫ

(x) + a†~k,~ǫ
Aµ ∗

~k,~ǫ
(x)
)

. (9.20)Dans ette équation, Aµ
~k,~ǫ

(x) désigne l'onde plane de polarisation ǫµ, d'impulsion ~k et d'énergie positive,dé�nie par l'équation (4.14), où nous l'avions notée Aµ
f (x) ; a†~k,~ǫ

est l'opérateur de réation d'un photon dansl'état orrespondant. En raisonnant omme i-dessus pour le hamp salaire, l'amplitude de probabilité deréer un photon de polarisation ǫµ et d'impulsion ~k vaut
Afi = −i

∫

d4xAµ ∗
~k,ǫ

(x)jµ(x). (9.21)Ce résultat est identique à elui obtenu dans le hapitre 4, équation (4.29).



9.2. PERTURBATIONS AU PREMIER ORDRE 137Di�usion d'une partiule hargée par un hamp extérieurLe même hamiltonien d'interation, (9.19), nous permet d'étudier l'interation d'un életron ave unhamp életromagnétique lassique Aµ(x), étudiée au hapitre 3. Le ourant jµ assoié à des életrons estun opérateur, omme on l'a vu dans la setion 8.4.5. Nous le multiplions par la harge de l'életron, e, enaord ave la notion de ourant életrique :
jµ(x) = e : Ψ̄(x)γµΨ(x) : (9.22)Calulons l'amplitude de transition d'un életron d'un état |i〉 vers un état |f〉. Elle s'obtient à partir deséquations (9.15) et (9.19) qui donnent, pour un hamp Aµ(x) lassique,

Afi = −i
∫

d4x 〈f |jµ(x)|i〉Aµ(x). (9.23)Cette expression est formellement analogue à l'amplitude obtenue dans les hapitres 2 et 3, Eq. (2.56),où jµ(x) désignait le �ourant de transition�. Nous allons véri�er que e ourant de transition n'est autreque l'élément de matrie de l'opérateur de ourant (9.22) entre l'état |i〉 et l'état |f〉, omme le suggèrela omparaison entre les équations (2.56) et (9.23). Cei nous permettra de omprendre plus simplement laonservation du ourant de transition, que nous avions déjà onstatée. Elle résulte naturellement de l'équationde l'opérateur de ourant, ∂µj
µ(x) = 0, qui entraîne une équation de onservation analogue pour n'importelequel de ses éléments de matrie.Pour la di�usion d'un életron, l'état initial est de la forme |i〉 = b†i |0〉 et l'état �nal |f〉 = b†f |0〉. Calulonsl'élément de matrie de jµ(x) entre es deux états en utilisant la déomposition du hamp (8.22) :
〈f |jµ(x)|i〉 = e〈0|bf : Ψ̄(x)γµΨ(x) : b†i |0〉.

= eψ̄f (x)γµψi(x) (9.24)(le produit normal ne joue ii auun r�le). C'est, omme prévu, le ourant de transition de l'équation deDira, Eq. (3.88).Création de pairesCalulons maintenant l'amplitude de probabilité de réation de paires par le hamp Aµ(x). L'état initialest à présent le vide, |0〉 ; l'état �nal de la forme |f〉 = b†αd
†
β |0〉, où α et β désignent deux solutions stationnairesdu hamiltonien de Dira, aveEα > 0 etEβ < 0. L'énergie de l'antipartiule est−Eβ. L'amplitude de réationde paires est par onséquent

Afi = −ie〈0|dβbα

∫

d4x : Ψ̄(x)γµΨ(x) : Aµ(x)|0〉, (9.25)e qui donne un résultat analogue à l'amplitude de di�usion
Afi = −ie

∫

d4x ψ̄β(x)γµψα(x)Aµ(x), (9.26)résultat identique à elui obtenu dans le hapitre 3.SynthèseNous avions remarqué, dans le hapitre 4, la similitude formelle entre l'amplitude de probabilité deréation d'un photon, (4.29), et l'amplitude de di�usion d'une partiule hargée, (2.56), valable pour lespartiules salaires omme pour les partiules de Dira. Cette similitude pouvait paraître fortuite. Le forma-lisme dont nous disposons maintenant, la théorie quantique des hamps, montre que ette analogie est en faitprofonde. La di�usion d'un életron par un hamp életromagnétique et la réation d'un photon sont deuxmanifestations di�érentes d'un même phénomène physique : l'interation du hamp d'életrons Ψ(x) avele hamp életromagnétique Aµ(x), dérite par le hamiltonien d'interation (9.19). Cette théorie s'appellel'életrodynamique quantique. Nous ne traiterons pas l'interation d'un hamp salaire hargé ave le hampéletromagnétique (orrespondant aux proessus étudiés dans le hapitre 2) qui est un peu plus omplexedu fait que le terme d'interation omprend des dérivées du hamp.



138 CHAPITRE 9. THÉORIE DES PERTURBATIONS9.2.4 Théorie φ4Soit maintenant un hamp salaire réel Φ(x) en interation ave lui-même, suivant le hamiltonien
HI(t) = λ

∫

: [Φ(t, ~x)]4 : d3~x, (9.27)où λ est une onstante réelle positive. Rappelons que Φ(x) a la dimension d'une énergie, de même quela fontion d'onde de Klein-Gordon, et que x est homogène à l'inverse d'une énergie. On en déduit que laonstante de ouplage λ est sans dimension. Calulons ave ette interation l'amplitude de di�usion élastiquede deux partiules. Notons ~p1 et ~p2 les impulsions dans l'état initial, ~p3 et ~p4 les impulsions dans l'état �nal,di�érentes de ~p1 et ~p2. L'état initial est don |i〉 = a†~p1
a†~p2

|o〉 et l'état �nal |f〉 = a†~p3
a†~p4

|o〉 L'amplitude detransition au premier ordre s'érit, en utilisant l'équation (9.15)
Afi = −iλ

∫

d4x, 〈0|a~p4
a~p3

: Φ(x)4 : a†~p1
a†~p2

|o〉. (9.28)L'élément de matrie a été alulé en travaux dirigés au moyen du théorème de Wik. Rappelons le résultat :
〈0|a~p4

a~p3
: Φ(x)4 : a†~p1

a†~p2
|0〉 = 24φ∗~p4

(x)φ∗~p3
(x)φ~p1

(x)φ~p2
(x). (9.29)En reportant dans l'équation préédente, et en remplaçant les ondes planes de Klein-Gordon par leursexpressions, Eq. (2.14), on en déduit l'amplitude de di�usion

Afi = −24 i λ δ4(p4 + p3 − p1 − p2)

4
∏

j=1

(

1
√

2E~pj
V

)

. (9.30)La distribution de Dira donne p1+p2 = p3+p4, 'est-à-dire que l'énergie et l'impulsion totale sont onservées.9.2.5 Interations faiblesLa radioativité β est l'émission d'un életron par un noyau atomique. On a longtemps pensé que etéletron était ontenu initialement dans le noyau, formé de protons et d'életrons, et que la radioativité nefaisait que le libérer. Mais la méanique quantique permettait di�ilement à des életrons de rester on�nésdans un volume aussi petit que elui d'un noyau.Fermi, guidé par une analogie ave l'émission de lumière par les atomes exités, que Dira avait interprétéeen 1927 omme la réation d'un photon, émit en 1934 l'hypothèse que l'életron était également réé dansla radioativité β. Il supposa que le proessus fondamental à l'÷uvre était la désintégration d'un neutrondu noyau (le neutron avait été observé en 1932) en un proton, un életron et un antineutrino (alors appeléneutrino), partiule neutre et de faible masse. C'est également dans et artile qu'il énonça la élèbre règled'or pour aluler la probabilité de transition vers un ontinuum d'états �nals.Les partiules intervenant dans la désintégration du neutron sont toutes de spin 1
2 , et nous désignonspar Ψn, Ψp, Ψe et Ψν les hamps de Dira assoiés respetivement au neutron, au proton, à l'életron et auneutrino. Fermi postula pour expliquer la radioativité β le hamiltonien d'interation

HI(t) = GF

∫

[

Ψ̄p(t, ~x)γ
µΨn(t, ~x)

] [

Ψ̄e(t, ~x)γµΨν(t, ~x)
]

d3~x+ hermitique conjugue (9.31)où GF désigne une onstante de ouplage et Ψ̄ le spineur onjugué à Ψ. Il introduisit les matries γµ paranalogie ave le ourant életrique. Le alul de la désintégration du neutron au premier ordre de la théoriedes perturbations ave ette interation est l'objet du problème 9.5.2.La théorie atuelle, dite �V-A� (mise au point en 1958) donne un hamiltonien d'interation très prohede elui de Fermi, en remplaçant γµ par γµ(1 − γ5), à quelques détails près.9.3 Propagateurs de FeynmanNous avons vu dans le hapitre 5 que les propagateurs permettent d'aller au-delà du premier ordre enthéorie des perturbations. C'est aussi vrai en théorie des hamps. Lorqu'on fait de la théorie des perturbationsau deuxième ordre, on doit former un T -produit, omme le montre l'équation (9.13). Le hamiltonien d'inter-ation HI est en général un polyn�me des hamps et de leurs dérivées. Il apparaît don des T -produits deshamps. Les propagateurs ne sont autres que les valeurs moyennes de es T -produits dans le vide, à un fa-teur −i près. Ce propagateur n'est pas le propagateur retardé, mais un propagateur nouveau, le propagateurde Feynman.



9.3. PROPAGATEURS DE FEYNMAN 1399.3.1 Champ salaireLe propagateur de Feynman d'un hamp est dé�ni omme la valeur moyenne dans le vide d'un T -produitdes omposantes de e hamp, multipliée par −i. Pour un hamp salaire omplexe :
GF (x, y) = −i〈0|TΦ(x)Φ†(y)|0〉. (9.32)En raison de l'invariane par translation, il ne dépend que de la di�érene x − y, don nous le aluleronspour y à l'origine des oordonnées. En expliitant le T -produit,

GF (x) = −i〈0|TΦ(x)Φ†(0)|0〉
= −iθ(t)〈0|Φ(x)Φ†(0)|0〉 − iθ(−t)〈0|Φ†(0)Φ(x)|0〉 (9.33)On peut remplaer θ(−t) par 1 − θ(t), e qui fait apparaître un ommutateur :

GF (x) = −iθ(t)〈0|[Φ(x),Φ†(0)]|0〉 − i〈0|Φ†(0)Φ(x)|0〉. (9.34)Nous allons montrer que le premier terme du membre de droite est tout simplement le propagateur retardéque nous avons déjà renontré au hapitre 5. Le seond terme, de même que le hamp Φ(x), est solutionde l'équation de Klein-Gordon sans seond membre. La somme des deux termes est don également unpropagateur.Posons don
Gret(x) = −iθ(t)〈0|[Φ(x),Φ†(0)]|0〉 (9.35)et véri�ons qu'il s'agit bien du propagateur retardé. Il s'annule bien pour t < 0. Il ne nous reste don qu'àmontrer qu'il véri�e l'équation du propagateur (5.17) que nous rappelons :
(

� +m2
)

Gret(x) = −δ4(x). (9.36)Commençons par aluler la dérivée par rapport au temps :
∂Gret

∂t
= −iδ(t)〈0|[Φ(x),Φ†(0)]|0〉 − iθ(t)〈0|

[

∂Φ(x)

∂t
,Φ†(0)

]

|0〉. (9.37)Le premier terme est nul. En e�et, δ(t) = 0 pour t 6= 0, et le ommutateur [Φ(x),Φ†(0)] s'annule pour t = 0d'après les équations (7.41). Il ne reste don que le deuxième terme. Dérivons une nouvelle fois par rapportau temps :
∂2Gret

∂t2
= −iδ(t)〈0|

[

∂Φ(x)

∂t
,Φ†(0)

]

|0〉 − iθ(t)〈0|
[

∂2Φ(x)

∂t2
,Φ†(0)

]

|0〉. (9.38)Le premier terme est nul pour t 6= 0, et pour t = 0 on peut utiliser les relations de ommutation anoniquesà temps égaux (7.41) :
∂2Gret

∂t2
= −δ(t)δ3(~x) − iθ(t)〈0|

[

∂2Φ(x)

∂t2
,Φ†(0)

]

|0〉. (9.39)Il ne reste qu'à dériver l'équation (9.35) par rapport à x, y et z. Ces dérivées n'agissent pas sur θ(t), don
(

� +m2
)

Gret(x) = −δ(t)δ3(~x) − iθ(t)〈0|
[

(� +m2)Φ(x),Φ†(0)
]

|0〉. (9.40)Le hamp Φ(x) étant solution de l'équation de Klein-Gordon, le deuxième terme s'annule, et on trouve lerésultat herhé, (9.36).Revenons au propagateur de Feynman. D'après les équations (9.34) et (9.35),
GF (x) −Gret(x) = −i〈0|Φ†(0)Φ(x)|0〉. (9.41)Calulons le membre de droite, qui est solution de l'équation de Klein-Gordon libre. En utilisant la déom-position du hamp en ondes planes, Eq. (7.25), et les relations de ommutation anoniques, Eq. (7.24), ontrouve
−i〈0|Φ†(0)Φ(x)|0〉 = −i

∑

~p

φ~p(0)φ∗~p(x). (9.42)En utilisant l'expression des ondes planes, Eq.(2.14), on obtient
−i〈0|Φ†(0)Φ(x)|0〉 = −i

∑

~p

1

2E~pV
eiE~pt−i~p·~x. (9.43)



140 CHAPITRE 9. THÉORIE DES PERTURBATIONSLe propagateur de Feynman di�ère don du propagateur retardé par un terme de fréquene négative −E~p.En revenant à la dé�nition (9.33), et en proédant omme i-dessus, on montrerait que le propagateur deFeynman est en quelque sorte un propagateur �retardé pour les énergies positives et avané pour les énergiesnégatives�. Cei est ohérent ave l'interprétation de Feynman des états d'énergie négative étudiée au hapitre2 : puisqu'un état d'énergie négative à la �n orrespond à une antipartiule au début, le prinipe de ausalitéappliqué aux antipartiules montre que les états d'énergie négative doivent véri�er une ausalité inversée, quetraduit le propagateur avané. Notons aussi que le propagateur de Feynman, ontrairement au propagateuravané et au propagateur retardé, est non nul même à l'extérieur du �ne de lumière, 'est à dire lorsquel'intervalle x entre les deux points est de genre espae.Notons en�n que pour un hamp salaire omplexe, 〈0|TΦ(x)Φ(y)|0〉 = 0 quels que soient x et y. Pourun hamp salaire réel, par ontre, e n'est pas le as. Le propagateur de Feynman a la même valeur quepour le hamp salaire omplexe et son expression en fontion du hamp est donné par
GF (x, y) = −i〈0|TΦ(x)Φ(y)|0〉, (9.44)au lieu de (9.32) pour un hamp omplexe.En transformée de Fourier, le propagateur de Feynman s'érit

G̃F (p) =
1

p2 −m2 + iǫ
, (9.45)ave p2 = (p0)2 − ~p2. La véri�ation de ette formule est l'objet de l'exerie 9.5.1. On omparera etteexpression ave elle du propagateur retardé, Eq. (5.19). Les p�les du propagateur de Feynman sont situésen p0 = E~p − iǫ et en p0 = −E~p + iǫ, e qui est une autre façon de voir que la propagation est retardée pourles états d'énergie positive, et avanée pour les états d'énergie négative.9.3.2 Champ de DiraLe propagateur de Feynman du hamp de Dira est une matrie 4 × 4. Nous noterons (SF )ab, ave

1 ≤ a, b ≤ 4 un élément de ette matrie. Elle est dé�nie par
(SF )ab(x, y) = −i〈0|TΨa(x)Ψ

†
b(y)|0〉, (9.46)analogue à la dé�nition hoisie pour le hamp salaire, Eq. (9.32).Pour le aluler, nous suivons une démarhe analogue. En raison de l'invariane par translation, il nedépend que de la di�érene x− y don nous le alulerons pour yµ = 0. En expliitant le T -produit,

(SF )ab(x) = −i〈0|TΨa(x)Ψ
†
b(0)|0〉

= −iθ(t)〈0|Ψa(x)Ψ†
b(0)|0〉 + iθ(−t)〈0|Ψ†

b(0)Ψa(x)|0〉. (9.47)On remplae θ(−t) par 1 − θ(t), e qui fait apparaître un antiommutateur :
(SF )ab(x) = −iθ(t)〈0|{Ψa(x),Ψ

†
b(0)}|0〉+ i〈0|Ψ†

b(0)Ψa(x)|0〉. (9.48)Posons maintenant
(Sret)ab(x) = −iθ(t)〈0|{Ψa(x),Ψ†

b(0)}|0〉, (9.49)et véri�ons qu'il s'agit bien du propagateur retardé du hamp de Dira, tel qu'il a été dé�ni dans le hapitre5. Sret est bien nul pour t < 0, don il ne reste qu'à véri�er qu'il véri�e l'équation du propagateur
(

i
∂

∂t
−HD

)

Sret(x) = δ4(x), (9.50)où HD = ~α · (−i~∇) + βm est le hamiltonien de l'équation de Dira libre, et la matrie identité 4 × 4 estsous-entendue dans le membre de droite.Tout d'abord, le hamp Ψ(x) véri�e l'équation de Dira libre
(

iδca
∂

∂t
− (HD)ca

)

Ψa(x) = 0 (9.51)où nous avons expliité les indies de Dira, et la sommation sur a est sous-entendue. On déduit de etteéquation que la valeur moyenne dans le vide de l'antiommutateur,
Aab(x) = 〈0|{Ψa(x),Ψ

†
b(0)}|0〉, (9.52)



9.4. THÉORÈME DE WICK ET RÈGLES DE FEYNMAN 141véri�e également l'équation de Dira libre
(

iδca
∂

∂t
− (HD)ca

)

Aab(x) = 0, (9.53)soit plus simplement, sous forme matriielle,
(

i
∂

∂t
−HD

)

A(x) = 0. (9.54)Les équations (9.49) et (9.52) permettent d'érire Sret(x) = −iθ(t)A(x). En dérivant par rapport au temps,il vient
(

i
∂

∂t
−HD

)

Sret(x) = δ(t)A(x) + θ(t)

(

i
∂

∂t
−HD

)

A(x) = δ(t)A(x). (9.55)Les relations d'antiommutation anoniques (8.25) donnent en�n, pour t = 0, A(0, ~x) = δ3(~x), ave la matrieidentité 4 × 4 sous-entendue dans le membre de droite. On en déduit le résultat herhé, (9.50).Revenons au propagateur de Feynman. D'après les équations (9.48) et (9.49), il est relié au propagateurretardé par
(SF )ab(x) − (Sret)ab(x) = i〈0|Ψ†

b(0)Ψa(x)|0〉, (9.56)relation analogue à elle obtenue pour le hamp salaire, (9.41). Déomposons Ψ†
b(0) et Ψa(x) sur une baseorthonormée des solutions de l'équation de Dira, suivant l'équation (8.22). Les opérateurs d'évolution bα(t)et d†α(t) sont proportionnels à e−iEαt. En utilisant les relations d'antiommutation anoniques à temps égaux(8.24), la di�érene entre le propagateur de Feynman et le propagateur retardé s'érit

(SF )ab(x) − (Sret)ab(x) = i
∑

Eα<0

ψ†
α,b(

~0)ψα,a(~x)e−iEαt, (9.57)soit, sous forme matriielle,
SF (x) − Sret(x) = i

∑

Eα<0

ψα(~x)ψ†
α(~0)e−iEαt, (9.58)Comme pour le hamp salaire, la di�érene provient des états d'énergie négative Eα < 0, dont le sens depropagation est inversé.En transformée de Fourier, le propagateur de Feynman s'érit

S̃F (p) = (p0 + ~α · ~p+ βm)G̃F (p) =
p0 + ~α · ~p+ βm

p2 −m2 + iǫ
, (9.59)La véri�ation de ette formule est l'objet de l'exerie 9.5.1. On omparera ette expression ave elle dupropagateur retardé, Eq. (5.29).9.4 Théorème de Wik et règles de FeynmanNous allons en�n pouvoir expliquer, arrivés au terme de e ours d'introdution, omment la théorie deshamps permet de justi�er les règles de Feynman que nous avons survolées dans le hapitre 5.Par exemple, une amplitude de transition au deuxième ordre de la théorie des perturbations s'obtientà partir de l'équation (9.13) en prenant les limites t0 → −∞ et t → +∞, omme au premier ordre. En negardant que le terme d'ordre deux :

Afi =
(−i)2

2
〈f |
∫ +∞

−∞

dtdt′ THI(t)HI(t
′)|i〉. (9.60)L'état initial et l'état �nal s'obtiennent en faisant agir des opérateurs de réation sur le vide ; l'interation HIest en général une fontion polynomiale des hamps. On est ainsi amené à aluler la valeur moyenne dans levide d'un produit d'opérateurs de hamps. Le théorème de Wik, étudié en travaux dirigés, permet d'érireette valeur moyenne omme une somme de termes. Il y a autant de termes que de façons de regrouper tousles opérateurs par paires. La ontribution de haque terme est le produit des valeurs moyennes dans le videdes paires, ave un fateur orrespondant au signe de la permutation pour les fermions.La ontribution de haque terme est représentée par un diagramme de Feynman de la façon suivante :haque opérateur est représenté par un point, et on regroupe en un même �vertex� l'ensemble des opérateurs



142 CHAPITRE 9. THÉORIE DES PERTURBATIONSappartenant à un fateur donné HI(t) ; haque paire d'opérateurs est représentée par une ligne reliant lesdeux points orrespondants. Les lignes internes du diagramme sont elles reliant entre eux deux vertex, et leslignes externes sont elles qui ne sont reliées qu'à un vertex, e qui veut dire qu'un des deux opérateurs estun opérateur de réation dé�nissant |i〉 à partir de |0〉, ou un des opérateurs d'annihilation dé�nissant 〈f | àpartir de 〈0|. Les paires formées entre un opérateur de réation de l'état initial et un opérateur d'annihilationde l'état �nal donnent une ontribution nulle, sauf si une partiule ontinue en ligne droite.Le théorème de Wik dit qu'on doit grouper les paires de toutes les façons possibles, e qui signi�e qu'ilfaut traer tous les diagrammes possibles à un ordre donné de la théorie des perturbations ('est à dire, pourun nombre de vertex donné). La ontribution de haque diagramme est le produit des ontributions de sesdivers éléments, lignes et vertex.L'expression de HI détermine quels types de vertex sont possibles. Par exemple, pour le hamiltoniend'interation de l'életrodynamique quantique, ∫ d3~xΨ̄(x)γµΨ(x)Aµ(x), il y a deux opérateurs de Dira etun opérateur de photon. Il y aura don exatement deux lignes d'életron (on met en outre une �èhe surla ligne pour distinguer entre Ψ̄ et Ψ) et une ligne de photon issues de haque vertex. Pour le hamiltonien(9.27), il y aura exatement quatre lignes de hamp salaire pour haque vertex.En�n, expliquons omment on détermine le poids assoié aux lignes et aux vertex. Les lignes internesorrespondent à la valeur moyenne dans le vide d'un T -produit. Leur poids dans le diagramme est don
i multiplié par le propagateur de Feynman du hamp orrespondant. Les lignes externes sont des valeursmoyennes du type 〈0|Φ(x)a†~k

|0〉 pour une partiule entrante, e qui donne la fontion d'onde de la partiule, et
〈0|a~kΦ(x)|0〉 pour une partiule sortante, e qui donne le omplexe onjugué de la fontion d'onde, omme onpouvait s'y attendre. En�n, à haque vertex est assoié un fateur −i (f. Eq. (9.14)) ainsi que les onstantesde ouplage apparaissant dans HI .9.5 Exeries et problèmes9.5.1 Propagateurs de Feynman en représentation d'impulsionChamp salairea) A partir des équations (5.19) et (9.45), véri�er que

G̃F (p) − G̃ret(p) = −2iπθ(−p0)δ(p2 −m2). (9.61)On utilisera l'identité
lim

ǫ→0+

(

1

x− iǫ
− 1

x+ iǫ

)

= 2iπδ(x) (9.62)(f. exerie 5.6.5, Eq. (5.64)).b) En déduire que
G̃F (p) − G̃ret(p) = −2iπ

1

2E~p
δ(p0 + E~p). (9.63)) En prenant la transformée de Fourier inverse de ette équation, véri�er qu'on retrouve l'équation (9.41).Champ de DiraOn pose

S̃F (p) = (p0 + ~α · ~p+ βm)G̃F (p). (9.64)En omparant ave l'équation (5.29), véri�er que
S̃F (p) − S̃ret(p) = (p0 + ~α · ~p+ βm)(−2iπ)θ(−p0)δ(p2 −m2). (9.65)En déduire que

S̃F (p) − S̃ret(p) =
E~p − ~α · ~p− βm

2E~p
(2iπ)δ(p0 + E~p). (9.66)En prenant la transformée de Fourier inverse de ette équation, véri�er qu'on retrouve l'équation (9.58). Onhoisira pour ψα(~x) de la forme 1√

2E~pV
vei~p·~x, et on utilisera l'équation (3.24) pour la somme sur les spins.



9.5. EXERCICES ET PROBLÈMES 1439.5.2 Théorie de Fermi de la radioativité βDans e problème, nous allons étudier quelques onséquenes de la théorie de Fermi, brièvement exposéedans la setion 9.2.5. Nous nous limiterons pour simpli�er à la désintégration du neutron libre, dont la duréede vie est 885, 7 ± 0, 8 seondes, soit environ un quart d'heure. Nous allons aluler le spetre des életronsémis, 'est à dire leur distribution en énergie.1. Cinématiquea) On se plae dans le référentiel de repos du neutron. Expliquer pourquoi il est néessaire de postulerl'existene du neutrino pour expliquer le spetre ontinu des életrons émis. Cette hypothèse fut émise parPauli en 1930, et le neutrino ne fut observé qu'en 1956.b) Expliquer pourquoi la probabilité de désintégration ne peut dépendre que de l'énergie de l'életron, Ee,et de l'angle θ entre sa diretion et elle du neutrino.) La di�érene de masse entre neutron et proton vaut ∆ = mn − mp ≃ 1, 293 MeV, assez grande pourpouvoir émettre un életron, de masse me ≃ 0, 511 MeV, et un neutrino (mν < 3 eV), mais très petitedevant la masse du proton mp ≃ 938 MeV. Quel est l'ordre de grandeur de l'énergie inétique emportée parle proton ? On négligera ette énergie, dite de reul, dans tout le problème.2. Analyse qualitativea) Expliquer pourquoi le hamiltonien de Fermi permet a priori la désintégration n → pe−ν̄, où ν̄ désignel'antineutrino.b) Erire le terme �hermitique onjugué� du hamiltonien, et montrer qu'il permet également la radioativité
β+, qui est le proessus p→ ne+ν dans un noyau. Ce proessus fut observé par les Joliot-Curie également en1934, et Wik remarqua qu'il pouvait être expliqué par la théorie de Fermi. Il prédit un troisième proessus,la onversion interne d'un életron du nuage életronique, pe− → nν, observé peu après. Expliquer pourquoiertains noyaux se désintègrent uniquement par onversion interne.) Quelle est la dimension de la onstante de ouplage GF dans un système d'unités où ~ = c = 1 ?3. Probabilité de transitiona) Notons ψi(~x) les fontions d'onde normalisées des 4 partiules intervenant dans le proessus, supposéesétats propres du hamiltonien de Dira. Montrer que l'amplitude de transition vaut

Afi = −iGF 2πδ(∆ − Ee − Eν)

∫

[

ψ̄p(~x)γ
µψn(~x)

] [

ψ̄e(~x)γµψν(~x)
]

d3~x. (9.67)On a noté Eν l'énergie de l'antineutrino.b) On utilise la représentation de Dira des matries γµ. Le neutron et le proton étant quasiment au repos,leur fontion d'onde est alors de la forme
ψ(~x) =

(

φ(~x)
0

)

. (9.68)Expliquer pourquoi seul le terme µ = 0 ontribue à l'amplitude de transition. On hoisit l'axe z suivant ladiretion du spin du neutron. Montrer que l'amplitude de transition s'annule si le proton est polarisé suivant
−z. On le supposera don aussi polarisé suivant z.) On hoisit pour les fontions d'ondes des ondes planes. Montrer que l'amplitude de transition s'érit, dansle référentiel de repos du neutron,

Afi = −iGF

V 2

u†evν√
2Ee

√
2Eν

(2π)4δ(∆ − Ee − Eν)δ3(~pp + ~pe + ~pν). (9.69)d) Caluler la probabilité de transition par unité de temps dpfi/dt. Sommer sur les polarisations de l'életronet de l'antineutrino. Véri�er que
dpfi

dt
=
G2

F

V 3

(

1 +
~pe · ~pν −memν

EeEν

)

(2π)4δ(∆ − Ee − Eν)δ3(~pp + ~pe + ~pν). (9.70)4. Spetre des életrons � temps de vie :a) Sommer la probabilité de transition par unité de temps sur sur les états �nals. Intégrer sur l'impulsiondu proton puis sur l'énergie du neutrino, et véri�er que le nombre de transitions par unité de temps dans
d3~pe d cos θ vaut

dΓ = d3~ped cos θ
G2

F

(2π)4
pνEν

(

1 +
pepν cos θ −memν

EeEν

) (9.71)



144 CHAPITRE 9. THÉORIE DES PERTURBATIONSoù Eν = ∆ − Ee et pν =
√

E2
ν −m2

ν .b) Intégrer sur θ. Dans le as où le neutrino est de masse nulle, véri�er que (dΓ/d3~pe)
1/2 déroît linéairementave l'énergie de l'életron. Comment est modi�ée ette loi si le neutrino a une masse non nulle ? Aujourd'huienore, les meilleures bornes supérieures sur la masse du neutrino viennent du spetre des életrons émisdans la désintégration β du tritium, 3H → 3He e ν̄.



Chapitre 10Solutions des exeries et problèmes10.1 Partiule de spin 010.1.1 Masse et dispersion1. v ≃ 1 −m2/(2p2) = 1 − λ2m2/(8π2) dans le système d'unités où ~ = c = 1 (λ = h/p = 2π~/p).2. En inversant la relation préédente on obtient m2 = 8π2∆v/∆λ2. Dans les unités usuelles, on obtient
mc2 = 2π~c

√

2∆v/c

∆λ2
.En utilisant la relation ~c = 197 MeV · fm = 1.97 × 10−9 eV · m, on obtient la borne supérieure mc2 <

1.7 × 10−10 eV.10.1.2 Hamiltonien de Klein�Gordon2. En exprimant φ et ∂φ/∂t en fontion de θ et χ, on trouve ρ(x) = |θ(x)|2 − |χ(x)|2.3. Pour une solution d'énergie positive non relativiste, l'énergie est prohe de m, don i∂φ/∂t ≃ mφ. Onobtient don θ ≃ √
2mφ, qui orrespond à la fontion d'onde de Shrödinger, multipliée par un fateur e−imt.L'autre omposante χ ≃ 0. Elle est négligeable devant θ dans la limite non relativiste.10.1.3 Marhe de potentiel1. p2 = E2 −m2 et p′2 = (E − V )2 −m2. Don p′ est imaginaire pur si (E − V )2 < m2, soit si E −m <

V < E +m. Dans e as, l'onde déroît exponentiellement pour x > 0. On s'attend à e que e soit le assi la barrière de potentiel est plus grande que l'énergie inétique inidente, soit si V > E −m. Ce qui estsurprenant ii est la ondition supplémentaire V < E + m : il n'y a plus d'atténuation exponentielle si labarrière de potentiel dépasse le seuil E + m, dont on notera qu'il est supérieur à 2m, l'énergie néessairepour réer une paire partiule�antipartiule.2. De même que pour l'équation de Shrödinger en présene d'une marhe de potentiel, la disontinuité dupotentiel entraîne une disontinuité dans ∂2φ/∂x2. Mais φ et ∂φ/∂x sont bien ontinues. Cei s'érit
1 + r = t

p(1 − r) = p′t (10.1)d'où le résultat demandé en éliminant t. Il y a ré�exion totale si |p− p′| = |p+ p′|, soit si p′ est imaginairepur, soit si l'onde est atténuée exponentiellement pour x > 0.10.1.4 Fateur de forme
F (q) = 3 sin qR−qR cos qR

(qR)3 .10.1.5 Création de paires2. qµ(pµ
1 − pµ

2 ) = (p1µ + p2µ)(pµ
1 − pµ

2 ) = p2
1 − p2

2 = m2 −m2 = 0.3. 0 = qµJ
µν = (Aq2 +B)qν . Don B = −Aq2. D'où le résultat.145



146 CHAPITRE 10. SOLUTIONS DES EXERCICES ET PROBLÈMES4. Sahant que ∂µ devient en transformée de Fourier −iqµ, on obtient F̃µν(q) = −i(qµAν(q)−qνAµ(q)). Puis
F̃µν F̃ ∗

µν = (qµÃν − qνÃµ)(qµÃ
∗
ν − qνÃ

∗
µ)

= 2
(

q2ÃµÃ∗
µ − (q · Ã)(q · Ã∗)

)

.Et, d'autre part,
JµνÃµÃ

∗
ν =

[

q2ÃµÃ∗
µ − (q · Ã)(q · Ã∗)

]

C(q) =
1

2
F̃µν F̃ ∗

µνC(q).5. I(q) est un salaire de Lorentz ar d3~p/E est un salaire de Lorentz, ainsi que la distribution de Dira à4 dimensions d'espae-temps (elle-i est salaire ar l'élément de volume à 4 dimensions d4p est salaire).Il existe un référentiel où ~q = 0 ar le quadriveteur qµ est de genre temps. Plus préisément : ~q = ~p1 +~p2et |~p1,2| < E1,2 don |~q| < E1 +E2 = q0. En faisant une transformation de Lorentz de vitesse ~q/q0, on obtientun référentiel où ~q = ~0.En intégrant sur ~p2 dans e référentiel, la distribution de Dira impose ~p2 = −~p1, d'où E2 = E1. Onobtient
I(q) ≡

∫

d3~p1

(2π)24E2
1

δ(q0 − 2E1).On érit ensuite d3~p1 = 4πp2
1dp1 = 4πp1E1dE1. La distribution de Dira impose ensuite E1 = q0/2, d'où

p1 = 1
2

√

q20 − 4m2. D'autre part, il ne faut pas oublier que δ(2x) = δ(x)/2. On trouve ainsi le résultatherhé.6. On part de la dé�nition de Jµν(q), équation (1) de l'énoné, et on ontrate par gµν :
gµν(pµ

1 − pµ
2 )(pν

1 − pν
2) = (p1 − p2)

2.On herhe ensuite à faire apparaître la somme p1 + p2 = q. En utilisant les relations p2
1 = p2

2 = m2, ontrouve
(p1 − p2)

2 = 4m2 − (p1 + p2)
2 = 4m2 − q2,d'où le résultat herhé.D'autre part, l'équation (3) donne

gµνJ
µν(q) = 3q2C(q)(ne pas oublier que gµνg

µν = 4). On en déduit
C(q) =

4m2 − q2

3q2
I(q)En utilisant les résultats des questions 4 et 5, on en déduit le résultat �nal

N = − e2

48π

∫

d4q

(2π)4
F̃µν(q)F̃ ∗

µν(q)

(

1 − 4m2

q2

)3/2

θ
(

q2 − 4m2
)

θ(q0).10.2 Partiule de spin 1
210.2.1 Constrution des matries de Dira1. On véri�e immédiatement que αN ainsi dé�nie antiommute ave toutes les autres.Reste à véri�er les deux propriétés α2

N = 1 et α†
N = αN .En utilisant les propriétés de α0, · · · , αN−1, on trouve

α2
N = λ2(−1)(N−1)+(N−2)+···+1 = λ2(−1)N(N−1)/2.Si α2

N = 1, alors αN = α†
N équivaut à αNα

†
N = 1. Cette dernière propriété est véri�ée dès que |λ|2 = 1.Toutes les propriétés sont don véri�ées si on a

λ2 = λ/λ† = (−1)N(N−1)/2.Une solution est donnée par λ = ±iN(N−1)/2. Or N est pair don N − 1 est impair, et N(N − 1)/2 a laparité de N/2. On peut don érire plus simplement λ = ±iN/2. Choisissons λ = iN/2.2. Il su�t de véri�er l'hermitiité, le arré 1, et les antiommutation de toutes es matries entre elles. C'estun jeu d'enfant.



10.2. PARTICULE DE SPIN 1473. Pour N = 2 et N = 3 on reonnaît les matries de Pauli dans le désordre et à des signes près.4. La généralisation à N pair quelonque est triviale. On onstruit 2N matries en multipliant les matries
αj de toutes les façons possibles entre elles. Il su�t ensuite de refaire omme dans le ours. Le fait que
N est pair intervient seulement à un endroit, pour montrer que quelle que soit la matrie Γi di�érente del'identité, il y en a une autre qui antiommute ave. Dans le as N = 3, par exemple, on a σxσyσz = i quin'antiommute ave rien du tout.10.2.2 Opérateur de vitesse ; Zitterbewegung1. Vitesse de l'életron de DiraL'opérateur de position ommute ave les matries de Dira, et [xj , pk] = iδj,k, d'où le résultat.2. Propriétés de l'opérateur de vitesseL'espae des états pour la partiule de Dira est le produit tensoriel de l'espae des états orbitaux Er parl'espae des états de spin Es, de dimension 4. L'opérateur de position agit dans l'espae des états orbitaux,alors que l'opérateur de vitesse agit dans l'espae des états de spin. Don ils ommutent.Les matries αi sont de arré 1, don leurs valeurs propres sont ±1.

α1 et α2 antiommutent. Si elles ommutaient entre elles, alors leur produit serait nul. Mais le produitde deux matries inversibles est inversible don ne peut être nul.3. Matrie de l'opérateur de vitessea) H et ~P ommutent entre eux, don ils sont diagonalisables dans une même base. D'où le résultat. Onpeut le redémontrer algébriquement :
0 = 〈ψ1| [~P ,H ] |ψ2〉 = (E2 − E1) 〈ψ1| ~P |ψ2〉D'où le résultat si E1 6= E2.b) {αi, H} = 2Pi. En prenant l'élément de matrie de ette identité,

2 〈ψ1| ~P |ψ2〉 = 〈ψ1| {~α,H} |ψ2〉 = (E1 + E2) 〈ψ1| ~α |ψ2〉 .Supposons E1 + E2 6= 0. Alors on peut diviser par E1 + E2. Comme le terme de gauhe s'annule pour
E1 6= E2, on peut remplaer E1 + E2 par 2E2 et le faire rentrer dans l'élément de matrie, et on trouve lerésultat herhé.4. Non�onservation du moment orbitalLes relations de Ehrenfest possèdent les mêmes propriétés de distributivité que les dérivées ordinaires. Ene�et, [AB,H ] = [A,H ]B +A[B,H ], d'où d(AB)/dt = AdB/dt+ (dA/dt)B. Par onséquent on peut érire

d~L

dt
=
d~r

dt
× ~P + ~r × d~P

dt
.Puisque ~P est une onstante du mouvement (ommute ave H), en utilisant le résultat de la question 1 ontrouve le résultat herhé.5. Moment inétique totalEn utilisant l'identité donnée dans l'énoné, on a

dSz

dt
= −1

2
[αxαy, H ] = −1

2
(αx{αy, H} − {αx, H}αy) = −(αxpy − αypx) = −dLz

dt
.6. Résolution des équations de Ehrenfest

[~α,H ] = 2~αH − {~α,H} = 2(~αH − ~P ).D'où le résultat herhé, en utilisant les équations de Ehrenfest pour ~α. En�n, une intégration élémentairedonne
~r(t) = ~x(0) +

~P

H
t+

i

2

(

~α(0) −
~P

H

)

H−1e−2iHt.10.2.3 Couplage spin-orbite1. L'équation de Dira s'érit, pour un état stationnaire d'énergie m+ E,
[

~α · ~P + βm
]

ψ = (m+ E − eV )ψ.



148 CHAPITRE 10. SOLUTIONS DES EXERCICES ET PROBLÈMESDans la représentation de Dira, on obtient
(E − eV )φ = ~σ · ~Pχ

(2m+ E − eV )χ = ~σ · ~PφLa deuxième équation donne
χ(~x) =

1

2m+ E − eV
~σ · ~Pφ(~x).Dans la limite non relativiste, le terme 2m domine au dénominateur, et on obtient χ ∼ vφ, don χ≪ φ. Enremplaçant χ par l'expression i-dessus dans la première des équations obtenues, on obtient immédiatementle résultat herhé.2. On développe en puissanes de (E − eV )/m :

1

2m+ E − eV
=

1

2m
− 1

4m2
(E − eV ) · · ·En utilisant l'équation (3.120), on montre que (~σ · ~P )2 = ~P 2. On retrouve don le hamiltonien relativiste,plus la orretion donnée par l'énoné.3. On a

[E − eV (~x), ~σ · ~P ] = −ie~σ · ~∇V.On en déduit le résultat herhé. La première orretion relativiste−~P 4/8m3 est donnée par le développementde √~P 2 +m2 en puissanes de ~P .4. Le résultat est une appliation simple de l'équation (3.120), et de l'expression du spin ~S = ~σ/2.5. Le terme de Darwin s'érit
1

2

(

∆HD + ∆H†
D

)

=
ie

8m2

[

~P , ~∇V
]

=
e

8m2
∆V.D'après l'équation de Maxwell-Gauss, ∆V = −ρ dans notre système d'unités où ǫ0 = 1. Pour l'atomed'hydrogène, la harge est onentrée à l'origine des oordonnées. Par onséquent, les seules orbitales a�etéesseront elles pour lesquelles la probabilité de présene à l'origine est non nulle, qui sont les orbitales l = 0(voir le ours de méanique quantique de première année).6. Le gradient d'un potentiel entral est radial : ~∇V = (~x/r)dV/dr. On en déduit immédiatement le résultatherhé. Cette dernière orretion relativiste est un ouplage entre le moment orbital et le spin, qui peut êtreinterprétée par le fait que l'életron en mouvement dans un hamp életrostatique voit, dans son référentielpropre, un hamp magnétique, qui interagit ave son moment magnétique, dont on a vu qu'il est proportionnelau spin.10.3 Photons10.3.1 Partiule de spin 1 massive1. L'équation a été proposée en 1936 par Alexandre Proa (1897-1955), physiien français d'origine roumaine.De l'équation on déduit

∂ν∂µF
µν +m2∂νA

ν = ∂νj
ν = 0Le premier terme est la ontration d'un tenseur antisymétrique et d'un tenseur symétrique, don il s'annuleen éhangeant les indies. Pour m 6= 0, on en déduit ∂νA

ν = 0. En remplaçant Fµν par son expression enfontion de Aν , on en déduit ensuite
(∂µ∂

µ +m2)Aν = jν .En l'absene de ourant, haque omposante Aν véri�e don une équation de Klein-Gordon.2. Les solutions à ondes planes sont de la forme
Aµ(x) = ǫµeipνxν .L'équation obtenue préédemment impose naturellement pµpµ = m2. Cette équation orrespond don àune partiule de masse m et de spin 1 (ar la transformation du hamp est la même que pour le hampéletromagnétique). D'autre part, la ondition ∂µA

µ impose ǫµpµ = 0. Il y a trois états de polarisationlinéairement indépendants, e qui est naturel pour une partiule de spin 1. Dans le as où m = 0, l'invarianede jauge (qui est perdue pour m 6= 0) réduit à deux le nombre de degrés de liberté.



10.3. PHOTONS 14910.3.2 Limite expérimentale sur la masse du photon1. On remplae ρ par ρ−m2A0, soit
~∇ · ~E = ρ−m2A0. (10.2)2. Pour une on�guration statique, on a simplement ~E = −~∇A0, par onséquent l'équation devient ∆A0 =

m2A0. D'après l'expression du laplaien donné dans l'énoné, ette équation est de la forme O2A0 = m2A0,où O est l'opérateur dé�ni par OA0 ≡ (1/r)(d/dr)(rA0). L'espae propre de O2 assoié à la valeur propre
m2 est naturellement la somme direte des espaes propres de O assoiés aux valeurs propres m et −m. Orl'équation OA0 = ±mA0 s'intègre failement en rA0(r) = Ae±mr. La solution générale de l'équation estdon

A0(r) = A
e−mr

r
+B

emr

r
, (3)où A et B sont des onstantes d'intégration.Le potentiel réé par une harge pontuelle q doit s'annuler à l'in�ni, don seul reste le premier terme.On peut montrer que le fateur A est le même que pour m = 0, soit A = q/4π. Le terme de masse entraîneune déroissane exponentielle. On dit que le potentiel a une portée �nie 1/m, soit, en unités usuelles, ~/mc,qui est à un fateur 2π près la longueur d'onde de Compton assoiée à la partiule.Parenthèse historique : Yukawa a été, en 1935, le premier à suggérer que la très ourte portée des foresnuléaires, de l'ordre du fermi (10−15 m) pouvait traduire l'existene d'une partiule massive qu'il appela�méson�. Cette partiule, maintenant appelée pion, a été déouverte en 1947 dans les rayons osmiques. Sonénergie de masse vaut environ 140 MeV, e qui orrespond bien à une portée de 1 fm.Revenons au photon : en véri�ant que le potentiel déroît bien en 1/r sur une distane L, on peut donmontrer que m est beauoup plus petit que ~/Lc. Pour une expériene de laboratoire, même rudimentaire,où L est de l'ordre du mètre, on en déduit une borne supérieure sur m de l'ordre de 10−42 kg. Pour abaisserette borne, il faut soit imaginer une expériene qui mette en jeu des distanes beauoup plus grandes, soite�etuer une mesure de préision. L'expériene dérite dans les questions suivantes fait partie de la deuxièmeatégorie.5. Intégrons l'équation (2) sur le volume ompris dans une sphère de rayon r < a. En utilisant le théorèmede Gauss, le membre de gauhe donne un terme de surfae. Par symétrie, le hamp ~E est radial. Dans lemembre de droite, nous faisons l'approximation A0 ≃ V : l'égalité étant stritement véri�ée pour m = 0, elledoit rester bonne si m est su�samment petit. On obtient ainsi

4πr2E(r) ≃ −4

3
πr3m2V.Puisque E(r) = −dA0/dr, en intégrant ave la ondition aux limites A0(a) = V , on en déduit

A0(r) = V +
r2 − a2

6
m2V,à l'ordre dominant en m. Le potentiel déroît au fur et à mesure qu'on s'éloigne de la sphère, e qui est uneonséquene de la déroissane exponentielle de la question préédente.Remarque : l'équation (3) permet d'obtenir failement le résultat exat. On veut que A0(r) reste �ni en

r = 0, et vale V en r = a, e qui donne
A0(r) = V

a

r

sinhmr

sinhma
.En développant à l'ordre 2 en m, on retrouve immédiatement le résultat préédent.6. En mettant une sphère non hargée à l'intérieur de la première sphère, on ne modi�e pas les onditionsaux limites, don les résultats obtenus restent valables. On obtient don immédiatement

∆V

V
=
a2 − b2

6
m2.Ave les valeurs numériques de l'énoné, on obtient m < 1, 6 × 10−50 kg.Expérimentalement, on harge la première sphère sous une tension sinusoïdale de pulsation ω, et nonsous une tension onstante. On double ette première sphère par une deuxième, juste à l'intérieur (donpresque en r = a). Les deux sphères en r = a et r = b forment un ondensateur de apaité C, auquel onbranhe une indutane L de telle sorte que la pulsation résonante 1/

√
LC oïnide ave ω. Si m 6= 0, alorsil existe une di�érene de potentiel entre les deux armatures, qui est ampli�ée par l'e�et de résonane. C'este phénomène qui permet de mesurer une valeur si faible de ∆V/V .



150 CHAPITRE 10. SOLUTIONS DES EXERCICES ET PROBLÈMESAutres expérienes de mesure de la masse du photon :Si m 6= 0, la vitesse de groupe est plus petite que c pour les plus grandes longueurs d'onde. Les mesuresles plus préises basées sur et e�et exploitent des phénomènes explosifs se produisant dans des galaxies trèséloignées, aux on�ns de l'univers observé. Ces explosions produisent des ondes életromagnétiques sur toutle spetre de longueurs d'onde. En observant que les ondes émises dans le domaine radio (grandes longueursd'onde) et γ (petites longueurs d'onde) arrivent à peu près en même temps sur terre, on en déduit une bornesupérieure sur la masse du photon, toutefois moins préise que elle obtenue par l'expériene préédente.(Shaefer, Physial Review Letters, vol.82, p.4964, 1999).Il existe plusieurs autres atégories d'expérienes. L'une teste les équations de Maxwell non plus dans ledomaine de l'életrostatique, mais de la magnétostatique, en véri�ant que le hamp d'un dip�le est bien eluiprévu par les équations de Maxwell. Comme on l'a vu, les meilleures bornes sur la masse du photon sontelles qui mettent en jeu les distanes les plus grandes. Or la Terre est un immense dip�le magnétique, et lafaible préision des mesures du hamp est amplement ompensée par les longueurs mises en jeu. Cette idéeest due à Shrödinger, qui obtint dès 1943 une borne aussi préise que elle obtenue par notre expériene delaboratoire. Des mesures du hamp magnétique de Jupiter, plus gros que la Terre, ont abouti à une préisionenore meilleure.Mais les mesures les plus préises, qui donnent une borne supérieure environ dix mille fois plus petitesque elle obtenue dans notre exerie, sont basées sur une idée nouvelle, enore di�érente : l'observation d'unhamp magnétique dans la galaxie, faible, mais qui varie lentement sur de très grandes distanes, impliqueun potentiel veteur très grand sur terre. Lorsquem 6= 0, on perd l'invariane de jauge, et le potentiel veteurdevient une quantité physique observable : en partiulier, il rée un ouple sur un dip�le magnétique, quipeut être mesuré préisément au moyen de l'expériene de Cavendish, 'est à dire d'un pendule de torsion.(Lakes, Physial Review Letters, vol.80, p.1826, 1998).10.4 Propagateurs10.4.1 Propagation de l'onde à une dimensionPremière partie : solution expliite1. Les dérivées partielles se transforment omme
∂

∂t
=

1√
2

(

∂

∂x+
+

∂

∂x−

)

∂

∂x
=

1√
2

(

∂

∂x+
− ∂

∂x−

)

. (10.3)On en déduit rapidement l'équation dans le nouveau système de oordonnées.2. En intégrant sur x+ puis sur x−, on trouve S(x+, x−) = f(x+) + g(x−), où f et g sont deux fontionsarbitraires. Le premier terme orrespond à une onde progressive se déplaçant vers les x déroissants, ledeuxième à une onde progressive se déplaçant vers les x roissants.3. Par hangement de variables, la solution proposée se met sous la forme
S(x+, x−) =

1

2

∫ x+

−∞

dx1

∫ x−

−∞

dx2 J(x1, x2). (10.4)En dérivant par rapport à x+ et x−, on voit que 'est évidemment une solution de l'équation herhée.Posons x1 = (x′ + t′)/
√

2, x2 = (t′ − x′)/
√

2. Alors on voit que t′ est positif, 'est à dire qu'on intégre surdes temps inférieurs à t : 'est bien la solution retardée.4. On véri�e aisément que dx1dx2 = dx′dt′ (le jaobien de la transformation vaut 1). Le domaine d'intégrationest x1 > 0 et x2 > 0, e qui équivaut à t′ > |x′|. Le domaine d'intégration est la moitié �passé� du �ne degenre temps issu de (t, x).Deuxième partie : fontion de Green1. On a montré qu'il su�sait d'intégrer sur la région t′ > |x′|. On peut aussi intégrer sur tout t′ et x′ aveun fateur θ(t′ − |x′|) qui va séletionner la région d'intégration voulue.2. On peut hoisir d'intégrer d'abord sur x ou d'abord sur t. Choisissons la première option. La ondition
t > |x| se rérit −t < x < t. Don

G̃(ω, k) ≡
∫ +∞

−∞

dt

∫ +∞

−∞

dxG(t, x)e−ǫt eiωt−ikx
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=

1

2

∫ +∞

0

dt ei(ω+iǫ)t

∫ t

−t

dx e−ikx

=
1

2

∫ +∞

0

dt ei(ω+iǫ)t e
−ikt − eikt

−ik
=

1

2

∫ +∞

0

dt
ei(ω+iǫ−k)t − ei(ω+iǫ+k)t

−ik
=

1

−2ik

( −1

i(ω + iǫ− k)
− −1

i(ω + iǫ+ k)

)

. (10.5)On en déduit le résultat herhé. Les p�les sont en ω = ±k − iǫ, 'est à dire sous l'axe réel, e qui est laondition de ausalité (f. ours).3. Dans le as partiulier où j(t, x) = δ(t) δ(x), on obtient s(t, x) = G(t, x). En remplaçant dans l'équationd'onde, on obtient le résultat herhé.D'autre part, en prenant la transformée de Fourier de ette équation, on obtient immédiatement
(−ω2 + k2)G̃(ω, k) = 1. (10.6)10.4.2 E�et Compton salairePremière partie : absorption et émission d'un photon1. D'après le ours, on a

Aµ(x) =
1

2k0V

(

ǫµe−ik·x + ǫµ∗eik·x
)

. (10.7)2. L'amplitude de di�usion d'une partiule salaire hargée par un hamp életromagnétique est donnée parl'équation 2.64. Il ne reste qu'à aluler la transformée de Fourier :
Ãµ(pf − pi) =

∫

ei(pf−pi)·xAµ(x)d4x

=
1

2k0V

(

ǫµ(2π)4δ4(pf − pi − k) + ǫ∗µ(2π)4δ(pf − pi + k)
)

. (10.8)Les seules valeurs possibles de pf sont pi + k et pi − k, qui orrespondent respetivement à l'absorptionet l'émission d'un photon d'impulsion kµ. C'est la partie de fréquene positive de Aµ(x) qui ontribue àl'absorption, et la partie de fréquene négative qui ontribue à l'émission.3. Prenons le arré salaire de l'équation pf = pi ± k. En utilisant les relations p2
f = p2

i = m2, k2 = 0, onobtient k · pi = 0, soit p0
i |~k| = ~pi · ~k. Or |~pi · ~k| ≤ |~pi||~k|, et |~pi| < p0

i , don 'est impossible. Physiquement,'est très simple : en se plaçant dans le référentiel de repos de la partiule hargée dans l'état initial ('est àdire le référentiel où ~pi = ~0), elle-i est dans son état d'énergie la plus basse (p0
i = m) don n'a pas d'énergiepour émettre un photon. Idem pour l'absorption, en se plaçant dans le référentiel où ~pf = ~0.Deuxième partie : amplitude de la di�usion Compton1. W1(x) est la somme de deux termes. Le deuxième donne

ie

∫

eip1·xAµ(x)∂µe−ip2·xd4x = epµ
2

∫

ei(p1−p2)·xAµ(x)d4x. (10.9)Quant au premier terme, il s'intègre par parties :
ie

∫

eip1·x∂µ
(

Aµ(x)e−ip2·x
)

d4x = −ie
∫

∂µ
(

eip1·x
)

Aµ(x)e−ip2·xd4x

= epµ
1

∫

ei(p1−p2)·xAµ(x)d4x. (10.10)2. L'amplitude de transition au premier ordre de la théorie des perturbations est donnée par l'équation (2.54)du ours :
(Afi)2 = −i

∫

φ∗f (x)W2(x)φi(x)d
4x

= ie2
1

√

2V p0
i

1
√

2V p0
f

∫

ei(pf−pi)·xAµ(x)Aµ(x)d4x. (10.11)



152 CHAPITRE 10. SOLUTIONS DES EXERCICES ET PROBLÈMESEn remplaçant Aµ(x) par son expression, le développement du arré Aµ(x)Aµ(x) produit trois termes propor-tionnels respetivement à e−2ik·x, e2ik′·x et ei(k′−k)·x. Les deux premiers donnent respetivement pf = pi+2ket pf = pi − 2k′. Le proessus herhé, pf = pi + k − k′, orrespond au troisième terme. On obtient ainsi lerésultat herhé.Notons que si haque terme de Aµ(x) orrespond au hamp d'un photon, alors kµkµ = k′µk′µ = 0, alorsles deux proessus éliminés (ave pf = pi + 2k et pf = pi − 2k′) sont inématiquement impossibles, pour lesmêmes raisons qu'à la question 3 de la première partie.On peut représenter l'amplitude (Afi)2 par un diagramme de Feynman : une ligne ontinue pour lapartiule hargée (on utilise souvent une ligne pointillée pour les partiules salaires), ave une interationen un point x où arrivent deux lignes ondulées, l'une apportant l'impulsion kµ et l'autre emportant l'impulsion
k′µ. Le point d'interation est un �vertex à 4 pattes�. Ce terme n'existe pas pour une partiule hargée despin 1

2 . La règle de Feynman pour e vertex est de lui assoier un fateur 2e2gµν (ave, omme toujours, unfateur ǫµ pour le photon entrant et ǫ′ν pour le photon sortant, et 1 pour les partiules salaires entrant ousortant).3. D'après l'équation (5.23) du ours, l'amplitude de transition au deuxième ordre de la théorie des pertur-bations s'érit
(Afi)1 = −i

∫

φ∗f (x)W1(x)G(x − x′)W1(x
′)φi(x

′)d4xd4x′. (10.12)En remplaçant φi(x
′) et φ∗f (x) par leurs expressions, et en introduisant la transformée de Fourier du propa-gateur, on obtient

(Afi)1 = −i 1
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1
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2V p0
f
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d4q

(2π)4
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∫

d4x eipf ·xW1(x)e
−iq·x

×
∫

d4x′ eiq·x′

W1(x
′)e−ipi·x

′

. (10.13)Les intégrales sur x et x′ se alulent au moyen de la formule démontrée dans la première question de ettepartie :
(Afi)1 = −ie2 1
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(2π)4
G̃(q) (pµ

f + qµ)
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d4x ei(pf−q)·xAµ(x)

× (pν
i + qν)

∫

d4x′ ei(q−pi)·x
′

Aν(x′). (10.14)En remplaçant Aµ(x) par son expression et en développant, quatre termes apparaissent. Pour les mêmesraisons qu'à la question préédente, seuls les deux termes roisés vont ontribuer au proessus herhé.Premier terme roisé : le premier terme de Aµ intervient en x′ et le seond terme en x. Dans e as de�gure, la partiule ommene par gagner l'impulsion k en x′ puis perd l'impulsion k′ en x. La ontributionà l'amplitude est :
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2k′0V
ǫ′∗µ (2π)4δ4(pf − q + k′)G̃(q)

× (pν
i + qν)

1√
2k0V

ǫν(2π)4δ4(q − pi − k). (10.15)Les distributions de Dira imposent la onservation de l'énergie et de l'impulsion à haque vertex, en x eten x′. Elles permettent de remplaer, dans la première ligne, pµ
f + qµ par 2pµ

f + k′µ et, dans la deuxièmeligne, pν
i + qν par 2pν

i + kν . On peut ensuite intégrer sur q en utilisant la deuxième distribution de Dira quiimpose q = pi +k, et remplaer q par ette valeur dans la première distribution de Dira et dans l'expressiondu propagateur :
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ǫ′∗µ (2π)4δ4(pf − pi − k + k′)G̃(pi + k)

× (2pν
i + kν)

1√
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ǫν . (10.16)En remplaçant le propagateur de Klein�Gordon par son expression vue en ours, G̃(q) = 1/(q2 −m2), onobtient le premier terme de l'expression donnée dans l'énoné. Le deuxième terme roisé se alule de mêmeet donne le deuxième terme.Les diagrammes de Feynman ont ette fois deux vertex, orrespondant aux deux interations en x eten x′. Entre es deux vertex, il y a une ligne interne, à laquelle est assoiée un poids G̃(q), 'est à dire



10.4. PROPAGATEURS 153le propagateur. Le poids assoié à haque vertex est e multiplié par la somme des impulsions entrante etsortante, omme pour la di�usion Rutherford. Il y a un diagramme pour haque terme : dans le premierterme, l'absorption a lieu avant l'émission (si on utilise un propagateur retardé), et dans le deuxième terme,'est l'inverse.On voit qu'aux deux termes W1(x) et W2(x) de l'interation életromagnétique d'une partiule salairesont assoiés deux types de vertex di�érents. On notera que les diagrammes que nous avons obtenus sontles seuls possibles pour e proessus, à l'ordre e2. C'est un résultat général, qu'on démontre en théorie deshamps : l'amplitude d'un proessus à un ordre donné est donnée par la somme de tous les diagrammes deFeynman ontribuant à e proessus. Ainsi, les règles de Feynman que nous avons énonées permettent dealuler n'importe quel proessus élémentaire pour l'életrodynamique salaire.4. Simpli�ons tout d'abord les dénominateurs en utilisant les onditions dites de �ouhe de masse� p2
i =

p2
f = m2. On obtient ainsi (pi + k)2 −m2 = k · (2pi + k), (pf − k)2 −m2 = −k · (2pf − k). Pour véri�er quel'amplitude de transition est invariante dans la transformation de jauge ǫµ → ǫµ + λkµ, il su�t de véri�erqu'elle s'annule lorsqu'on remplae ǫµ par kµ. On obtient alors

(τfi)1 + (τfi)2 = e2 (−ǫ′∗ · (2pf + k′) + ǫ′∗ · (2pi − k′) + 2k · ǫ′∗)
= e2ǫ′∗ · (−2pf − 2k′ + 2pi + 2k) (10.17)qui s'annule grâe à la onservation de l'impulsion pf + k′ = pi + k.5. Les résultats obtenus jusqu'ii s'appliquent sans restrition sur kµ, k′µ, ǫµ et ǫ′µ. Le as partiulier d'unhamp de photons orrespond à kµkµ = ǫµkµ = 0 et ǫµǫ∗µ = −1, et idem pour k′ et ǫ′. L'amplitude detransition se réduit alors à

τfi = 2e2
(

− ǫ · pi ǫ
′∗ · pf

pi · k
+
ǫ · pf ǫ

′∗ · pi

pf · k + ǫ · ǫ′∗
)

. (10.18)6. Les dénominateurs pi · k et pf · k ne s'annulent jamais pour les raisons expliquées à la question 3 dela première partie : une partiule qui absorbe ou émet un photon ne peut pas être sur �ouhe de masse�.Par onséquent, il n'y a auune ambiguïté liée au hoix du propagateur. C'est un résultat général pour lesdiagrammes �en arbre�, qui ne présentent pas de boule interne.Troisième partie : setion e�ae1. La onservation de l'énergie et de l'impulsion s'érit pf = pi + k − k′. En prenant le arré salaire, endéveloppant et en utilisant les relations p2
i = p2

f = m2, k2 = k′2 = 0, on obtient 2pi · (k − k′) − 2k · k′ = 0.Dans le référentiel où ~pi = ~0, ei devient m(|~k| − ~k′|) − |~k||~k′|(1 − cos θ) = 0. On en déduit �nalement
1

|~k′|
=

1

|~k|
+

1 − cos θ

m
, (10.19)qui est la relation de Compton.2. La jauge de Coulomb entraîne ǫ0 = ǫ′0 = 0 pour des photons physiques (voir ours). Comme on a de plus

~pi = ~0, il en résulte ǫ · pi = ǫ′∗ · pi = 0, et l'amplitude de transition se réduit au dernier terme
τfi = 2e2ǫ · ǫ′∗. (10.20)3. Dans un volume d'espae-temps �ni, on érit
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= V T (2π)4δ4(pf + k′ − pi − k). (10.21)La probabilité de transition par unité de temps vers un état quantique donné vaut don
|Afi|2
T

=
1

4m|~k|V
1

2|~k′|V
1

2E~pf
V

(2π)4δ4(pf + k′ − pi − k) |τfi|2. (10.22)4. Le nombre d'états quantiques vaut V d3~pf/(2π)3 pour la partiule hargée et V d3~k′/(2π)3 pour le photon.En multipliant par l'expression préédente, on voit apparaître les éléments invariants d'espae des phases
d3~pf/[(2π)32E~pf

] et idem pour le photon.



154 CHAPITRE 10. SOLUTIONS DES EXERCICES ET PROBLÈMES5. Le �ux inident pour une partiule de vitesse v dans une boîte de volume V vaut v/V (voir ours). Ii, lapartiule inidente est un photon, de vitesse 1, don le �ux est simplement 1/V . La setion e�ae est pardé�nition le nombre de transitions par unité de temps, divisé par le �ux inident. On en déduit le résultatdonné dans l'énoné, où le volume arbitraire de normalisation V n'intervient plus, omme il se doit.6. En intégrant sur ~pf , le δ3(~pf + ~k′ − ~k) disparaît et on obtient
dσ =

1

16(2π)2m|~k||~k′|E~pf

d3~k′ δ(E~pf
+ |~k′| − |~k| −m) |τfi|2 . (10.23)Dans ette expression, ~pf prend la valeur ~pf = ~k − ~k′.La relation E2

~pf
= ~p2

f +m2 donne, en di�érentiant, E~pf
dE~pf

= ~pf · d~pf . Or ~pf = ~k − ~k′, don pour unediretion �xée de ~k′, on peut érire
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. (10.24)On en déduit
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, (10.25)qui est le résultat herhé.Passons à la relation suivante.
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=
pf · k′
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|~k′|
, (10.26)où nous avons fait apparaître au numérateur un produit salaire de quadriveteurs. Celui-i se simpli�e enutilisant la onservation de l'impulsion pf + k′ = pi + k. En élevant au arré et en simpli�ant, on obtientainsi pf · k′ = pi · k = m|~k|. C'est le résultat herhé.Il ne reste qu'à intégrer la setion e�ae sur |~k′|, e qui va faire disparaître la distribution de Dira surl'énergie. On utilise pour ela la relation ∫ dx δ(f(x)) = 1/|f ′(x0)|, où x0 véri�e f(x0) = 0. On en déduit

∫
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+ |~k′| − |~k| −m) =
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d(E~pf
+ |~k′|)/d|~k′|

=
E~pf

|~k′|
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. (10.27)On en déduit le résultat de l'énoné.7. D'après la première question de ette partie, pour |~k| ≪ m, on a environ |~k′| ≃ |~k| : physiquement, onpeut négliger l'énergie de reul de l'életron. On retrouve la setion e�ae de l'e�et Thomson (équation(4.51) du ours), qui se alule aussi dans le adre de l'életrodynamique lassique.Calulons maintenant la setion e�ae non polarisée : omme on l'a vu en ours, il faut moyenner surles polarisations dans l'état initial, 'est à dire moyenner sur les deux valeurs possibles de ~ǫ, et sommer surles polarisations dans l'état �nal, 'est à dire sur les deux valeurs de ~ǫ′. La somme sur les polarisations peutse aluler au moyen de l'équation (4.37) du ours. Nous allons la aluler diretement. Tout d'abord, nousdé�nissons une base orthonormée des états de polarisation, (~ǫ1,~ǫ2) pour ~k, (~ǫ′1,~ǫ
′
2) pour ~k′. Choisissons ~ǫ1 et

~ǫ′1 perpendiulaires au plan formé par ~k et ~k′, et ~ǫ2 et ~ǫ′2 dans le plan (~k,~k′). Alors ~ǫ1 et ~ǫ′1 sont olinéaires,don |~ǫ1 · ~ǫ′1| = 1. Quant à ~ǫ2 et ~ǫ′2, ils sont orthogonaux à ~k et ~k′ respetivement, don il font entre eux unangle θ, et |~ǫ2 · ~ǫ′2| = cos θ. On obtient �nalement
dσ

dΩ
=

α2

2m2

(

1 + cos2 θ
)

. (10.28)En intégrant sur θ, ave dΩ = 2πd cos θ, on en déduit �nalement la setion e�ae totale
σT =

8π

3

α2

m2
. (10.29)Pour la remettre dans le système d'unités usuel, il su�t de remplaer 1/m par ~/mc, la longueur d'onde deCompton. On a par ailleurs α = e2/(4πǫ0~c). Don en dé�nitive

σT =
8π

3

(

e2

4πǫ0mc2

)2

. (10.30)Le résultat est bien homogène : e2/(4πǫ0) est une énergie multipliée par une longueur, et mc2 une énergie,don le rapport est une longueur, qui donne une surfae en élevant au arré. La quantité entre parenthèsesest le rayon lassique de l'életron, qui vaut environ 2.82 × 10−15 m. On en déduit σT = 6.65 × 10−29 m2.



10.5. THÉORIE CLASSIQUE DES CHAMPS 15510.5 Théorie lassique des hamps10.5.1 Lagrangien du hamp életromagnétique1. Le tenseur Fµν est donnée par l'équation (1.34) et sa forme ontravariante est
Fµν =







0 −Ex −Ey −Ez

Ex 0 −Bz By

Ey Bz 0 −Bx

Ez −By Bx 0






. (10.31)On en déduit le résultat herhé.2. Puisque Fµν est antisymétrique, on peut érire (∂νAµ)Fµν = −(∂µAν)Fµν . On en déduit le résultatherhé.3. La partie du lagrangien dépendant des dérivées de Aµ est

−1

2
∂αAβ(∂αAβ − ∂βAα) = −1

2
∂αAβ∂αAβ +

1

2
∂αAβ∂βAαDérivons haun de es termes par rapport à ∂µAν . Dans le premier terme, seul ontribuent les valeurs α = µet β = ν. Comme on dérive un arré, il y a un fateur 2 :

∂

∂(∂µAν)

[

−1

2
∂αAβ∂αAβ

]

= −∂µAν .Dans le deuxième terme, le ouple α = ν et β = µ ontribue aussi :
∂

∂(∂µAν)

[

1

2
∂αAβ∂βAα

]

= ∂µAν .On en déduit le résultat herhé.4. On a de plus
∂L
∂Aν

= −jν(x) (10.32)Les équations d'Euler-Lagrange donnent alors immédiatement
∂µF

µν = jν (10.33)5. En utilisant la onservation du ourant ∂µj
µ = 0, on met la variation du lagrangien sous la forme :

δL = jµ∂µΛ = ∂µ(jµΛ) (10.34)Le terme additionnel est une divergene, don il ne ontribue pas aux équations du mouvement. C'étaitprévisible puisque les équations de Maxwell sont invariantes de jauge.6. Le résultat déoule immédiatement de la dé�nition du tenseur d'énergie impulsion, en utilisant le résultatde la question 3.7. Ave µ = ν = 0,
T 0

0 = −F 0i∂0Ai − L

= − ~E · ∂
~A

∂t
− 1

2

(

~E2 − ~B2
)

+ ρV −~j · ~A. (10.35)En érivant −∂ ~A/∂t = ~E + ~∇V , on obtient l'équation (6.79). En�n, en utilisant l'équation de Maxwell
~∇ · ~E = ρ, on peut éliminer ρ :

T 0
0 =

1

2

(

~E2 + ~B2
)

+ ~∇ · ( ~E V ) −~j · ~A. (10.36)Le terme ~∇ · ( ~E V ) s'annule en utilisant le théorème de Gauss, pour des hamps s'annulant à l'in�ni. Il neontribue don pas à l'énergie totale.On voit que le tenseur d'énergie�impulsion anonique, déduit du théorème de Noether, donne orrete-ment l'énergie totale, mais pas toujours la densité d'énergie. C'est pare qu'on n'a onsidéré qu'une trans-formation globale, où la variation du temps est en tout point la même. Pour obtenir la bonne expression dela densité d'énergie d'un hamp, il est néessaire de faire appel à des notions de géométrie di�érentielle plus



156 CHAPITRE 10. SOLUTIONS DES EXERCICES ET PROBLÈMESavanées (qui sont également à la base du formalisme de la relativité générale), qui permettent d'érire leséquations du mouvement sous une forme invariante par des transformations loales des oordonnées. Sansfaire appel à e formalisme, il existe néanmoins des méthodes générales permettant d'obtenir des formes plussatisfaisantes du tenseur d'énergie�impulsion, étudiées dans l'exerie 6.3.11 des notes de ours.8. La densité d'énergie vaut
T 0i = −F 0ρ∂iAρ = Ej∂iA

j . (10.37)On peut la rérire en faisant apparaître le hamp magnétique :
T 0i = Ej(∂iA

j − ∂jA
i) + Ej∂jA

i

= EjǫijkBk + Ej∂jA
i. (10.38)C'est le résultat demandé. Le deuxième terme, en intégrant par parties, devient −(~∇ · ~E)Ai. Or ~∇ · ~E = 0dans une région vide de harge, don e terme supplémentaire ne ontribue pas à l'impulsion totale.10.5.2 Invariane de Lorentz1. La loi de transformation orrespond à la dé�nition d'un hamp salaire de Lorentz. Le lagrangien deKlein-Gordon réel ou omplexe (vu en ours e matin) possède ette propriété.2. L'élément de volume d'espae-temps d4x est inhangé par transformation de Lorentz, don l'invariane del'ation équivaut ii à elle du lagrangien, omme pour les translations (e n'est pas le as pour l'invarianepar dilatation, par exemple).3. D'après le théorème de Noether, le ourant onservé est

jµ = T µ
νδx

ν = T µ
νω

νρxρ (10.39)Cei est vrai quel que soit ωνρ antisymétrique. On prend par exemple ω01 = ǫ, ω10 = −ǫ, et tous les autresnuls, et on obtient le ourant
1

ǫ
jµ = T µ

0x1 − T µ
1x0, (10.40)et ainsi de suite pour toutes les valeurs de ν, ρ possibles, e qui donne 6 ourants onservés.4. La harge assoiée au ourant jµ est dé�nie par l'intégrale sur tout l'espae à t �xé, Q =

∫

j0d3x.Distinguons deux as : tout d'abord, ν et ρ non nuls, e qui orrespond à des transformations par rotation.La harge onservée est alors
Q =

∫

(

xjT 0k − xkT 0j
)

d3x. (10.41)Puisque T 0k représente la densité d'impulsion suivant l'axe k, on interprétera naturellement xjT 0k − xkT 0jomme une densité de moment inétique, et la quantité onservée est son intégrale sur tout l'espae, 'est àdire le moment inétique du hamp, omme on s'y attendait.Considérons ensuite le as des transformations spéiales d'axe k, qui orrespond à ν = 0, ρ = k. La hargeonservée s'érit alors
Q = t

∫

T 0kd3x−
∫

xkT 00d3x = tP k −
∫

xkT 00d3x, (10.42)où P k désigne l'impulsion totale du hamp. Si on interprète T 00 omme une densité d'énergie, alors il estfaile d'interpréter le deuxième terme en introduisant le baryentre du système dé�ni par
xk

G =

∫

xkT 00d3x
∫

T 00d3x
=

∫

xkT 00d3x

E
, (10.43)où E est l'énergie totale (rappelons qu'on est en relativité, don 'est le baryentre de l'énergie qui estimportant, et non le entre de masse). L'équation (10.42) se rérit alors

Q = tP k − xGE. (10.44)Cei est une onstante d'après le théorème de Noether. Dérivons par rapport au temps. E et Pk sont desonstantes et il vient
dxk

G

dt
=
P k

E
. (10.45)C'est à dire que le baryentre se déplae à la vitesse onstante P k/E, e qui est la même loi que pour unpoint matériel.
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∂µM

µ,νρ = (∂µx
ν)T µρ + xν∂µT

µρ − (∂µx
ρ)T µν − xρ∂µT

µν . (10.46)Or ∂µx
ν = δν

µ, et ∂µT
µρ = 0 si le lagrangien est invariant par translation. Il reste

∂µM
µ,νρ = T νρ − T ρν = 0. (10.47)7. Pour le hamp salaire réel,

T µν =
∂L

∂(∂µφ)
∂νφ− gµνL

= ∂µφ∂νφ− gµνL. (10.48)C'est manifestement symétrique.8. Le hamp életromagnétique se transforme omme un veteur, 'est à dire qu'on n'a pas A′µ(x′) = Aµ(x).A la plae, on a δAµ = A′µ(x′)−Aµ(x) = ωµνAν . Par onséquent, le ourant onservé assoié à l'invariane deLorentz ne s'érit plus simplement Mµ,νρ = xνT µρ − xρT µν, il y a un terme supplémentaire proportionnel à
δAµ. Don, en suivant la démarhe de la question 4, le moment inétique ne s'érit plus sous la forme (10.41).Cei implique qu'on ne peut plus onsidérer T 0i omme une densité d'impulsion. De même, ~xG dé�ni par(10.43) n'aura plus une vitesse onstante ~P/E, don il ne orrespond pas au baryentre de l'énergie, don
T 00 n'est pas une densité d'énergie. On voit bien d'après et exerie que T 00 ne représente en général ladensité d'énergie que pour des hamps salaires.10.6 Quanti�ation du hamp salaire10.6.1 Etats ohérents de l'osillateur harmonique1. Déomposition sur la base des états propres de l'énergiea) |n〉 est dé�ni par l'équation (7.108). Or [a, (a†)n] = n(a†)n−1, don a(a†)n|0〉 = n(a†)n−1|0〉. On en déduitle résultat par réurrene.b) En utilisant la dé�nition de l'état ohérent, a|λ〉 = λ |λ〉, on obtient immédiatement l'équation (7.109).En insérant la relation de fermeture ∑+∞

n=0 |n〉〈n| = 1, on obtient le résultat demandé.) La ondition de normalisation 〈λ|λ〉 = 1 s'érit
〈λ|λ〉 = |〈0|λ〉|2

+∞
∑

n=0

|λ|2n

n!
= |〈0|λ〉|2 e|λ|2 = 1, (10.49)d'où on déduit l'équation (7.111). L'état (7.109) s'érit don

|λ〉 = eiαe−|λ|2/2
+∞
∑

n=0

λn

√
n!
|n〉, (10.50)d) La probabilité d'être dans l'état |n〉 s'érit, en utilisant (10.50),

|〈n|λ〉|2 =
|λ|2n

n!
e−|λ|2 , (10.51)e qui est la dé�nition d'une loi de Poisson de moyenne |λ|2.e) En exprimant l'état |n〉 au moyen de la relation (7.108), la déomposition (10.50) se rérit sous la forme

|λ〉 = eiαe−|λ|2/2
+∞
∑

n=0

λn(a†)n

n!
|0〉 = eiαe−|λ|2/2eλa† |0〉. (10.52)2. Méthode algébriquea) D'après la dé�nition de S, on a

S† = exp(λ∗a− λa†) = S−1 (10.53)(l'exponentielle d'un opérateur antihermitique est unitaire).b) Dérivons C(θ) par rapport à θ. Il vient
dC(θ)

dθ
= eθA[A,B]e−θA = [A,B], (10.54)



158 CHAPITRE 10. SOLUTIONS DES EXERCICES ET PROBLÈMESoù nous avons utilisé, pour la deuxième égalité, l'hypothèse que [A,B] ommute ave A, don ave eθA. Enintégrant ette relation entre θ = 0 et θ = 1, et en remarquant que C(0) = B d'après la dé�nition de C(θ),on prouve le lemme.) On utilise le lemme ave B = a et A = −λa† + λ∗a. On a alors [A,B] = λ, d'où le résultat herhé.d) On rérit le résultat de la question préédente sous la forme
aS = S (a+ λ). (10.55)En appliquant ette relation à l'état fondamental |0〉, et en utilisant a|0〉 = 0, on obtient
aS|0〉 = λS|0〉, (10.56)'est à dire que S|0〉 véri�e la relation dé�nissant un état ohérent. Il est par ailleurs normalisé puisque Sest unitaire don ne hange pas la norme, et |0〉 est de norme 1 par hypothèse.3. Equivalene entre les deux résultatsa) Posons

D(θ) = eθAeθBe−θ2[A,B]/2. (10.57)Dérivons l'opérateur D(θ) par rapport à θ :
dD(θ)

dθ
= AeθAeθBe−θ2[A,B]/2 + eθABeθBe−θ2[A,B]/2 − eθAeθBθ[A,B]e−θ2[A,B]/2. (10.58)Or le lemme démontré préédemment nous permet d'érire

eθAB = (B + θ[A,B])eθA, (10.59)et l'équation préédente devient
dD(θ)

dθ
= (A+B)D(θ). (10.60)En intégrant ette équation à partir de θ = 0, on obtient

D(θ) = eθ(A+B). (10.61)En posant θ = 1 dans (10.57) et (10.61), on prouve le résultat herhé.b) Appliquons e résultat ave A = λa†, B = −λ∗a. On a don [A,B] = λλ†. L'expression de S devient alors
S = eλa†−λ∗a = eλa†

e−λ∗ae−|λ|2/2. (10.62)Dans la question 2. d), l'état |λ〉 a été dé�ni par S|0〉. Comme l'état fondamental |0〉 véri�e eλ∗a|0〉 = |0〉,on retrouve bien le résultat préédent (7.112), où le réel arbitraire α est hoisi égal à 0.4. Fontion d'onde de l'état ohérenta) De la dé�nition de l'état ohérent, on déduit 〈λ|a|λ〉 = λ et en prenant le omplexe onjugué, 〈λ|a†|λ〉 = λ∗.On en déduit immédiatement
〈X〉 =

√

~

2mω
(λ+ λ∗)

〈P 〉 = −i
√

m~ω

2
(λ− λ∗). (10.63)b) Il su�t de véri�er que (i〈P 〉X − i〈X〉P )/~ = λa† − λ∗a.) Le lemme de la question 3 donne alors

S = ei〈P 〉X/~e−i〈X〉P/~eiθ. (10.64)où nous avons posé θ = −〈X〉〈P 〉/~. On en déduit
〈x|λ〉 = eiθei〈P 〉x/~〈x|e−i〈X〉P/~|0〉. (10.65)En remplaçant P par −i~d/dx, on reonnaît l'opérateur de translation :

exp

(

−〈X〉 d
dx

)

ψ(x) = ψ(x− 〈X〉). (10.66)



10.7. QUANTIFICATION DU CHAMP DE DIRAC 159(le plus simple est de le véri�er pour une translation in�nitésimale). On en déduit le résultat herhé.On a don |ψλ(x)|2 = |ψ0(x − 〈X〉)|2 : le paquet d'ondes a la même forme que pour l'état fondamental,mais translaté de 〈X〉. Autrement dit, 'est une gaussienne entrée en 〈X〉.d) L'équation (7.112) donne à une phase près
|λe−iωt〉 = exp

(

−|λ|2/2
)

exp
(

λe−iωta†
)

|0〉. (10.67)En dérivant par rapport au temps, on obtient
i
d

dt
|λe−iωt〉 = ωλe−iωta†|λe−iωt〉. (10.68)Et par dé�nition de l'état ohérent,
λe−iωt|λe−iωt〉 = a|λe−iωt〉. (10.69)En reportant dans l'équation préédente, on obtient
i
d

dt
|λe−iωt〉 = ωa†a|λe−iωt〉, (10.70)qui est bien l'équation de Shrödinger. Le entre du paquet d'ondes est proportionnel à λe−iωt + λ∗eiωt,'est à dire que la position osille autour de 0 à la pulsation ω, omme pour l'osillateur lassique. Le paquetd'onde osille don autour de l'origine, sans se déformer.10.7 Quanti�ation du hamp de Dira10.7.1 Systèmes à deux niveaux1. On a généralement [A,B]† = [B†, A†] quels que soient A et B. Don [a, a†] est hermitique quel que soitl'opérateur a.D'autre part, en développant le ommutateur, la propriété a2 = 0 donne a[a, a†] = −aa†a = −[a, a†]a, et

a†2 = 0 donne a†[a, a†] = a†aa† = −[a, a†]a†.En�n, toujours en utilisant a2 = a†2 = 0, on obtient en développant
[a, a†]2 = aa†aa† + a†aa†a.En utilisant aa† = 1 − a†a, ei donne

[a, a†]2 = (1 − a†a)aa† + a†(1 − a†a)a = aa† + a†a = 1.Dans le as où
a =

(

0 1
0 0

)

,on obtient
[a, a†] =

(

1 0
0 −1

)

.2. Posons Sj = [aj , a
†
j ]. Ave ette notation, bj = aj

∏

j<k Sk. Comme les Sj sont hermitiques et ommutententre eux, nous pouvons aussi érire b†j = a†j
∏

k<j Sk. En�n, puisqu'ils sont de arré 1, {bj, b†j} = {aj, a
†
j} = 1et b2k = a2

k = 0.Il ne nous reste qu'à véri�er que bj antiommute ave bk et b†k pour j > k. C'est une onséquene diretedu fait que bk et b†k antiommutent ave Sk, et que les Sk ommutent entre eux.10.7.2 Théorie de Fermi de la radioativité βQuelques ompléments historiquesLa théorie de Fermi était une première tentative de théorie des interations faibles. Elle a onnu depuisdes perfetionnements importants. L'étape essentielle a été la déouverte de la violation de la parité dans lesinterations faibles, postulée par Lee et Yang en 1956 et véri�ée quelques mois plus tard. La théorie atuelledate de 1958. Le hamiltonien d'interation est très prohe de elui de Fermi, en remplaçant γµ par γµ−γµγ5(à quelques détails près). Il fait intervenir, non plus un veteur ψ̄γµψ omme dans la théorie de Fermi, mais



160 CHAPITRE 10. SOLUTIONS DES EXERCICES ET PROBLÈMESla di�érene d'un veteur et d'un pseudoveteur ou veteur axial ψ̄γµγ5ψ, d'où son nom de �théorie V-A�.Cependant, le spetre des életrons, que nous alulons ii, est le même dans la théorie V-A que dans lathéorie de Fermi.1. Cinématiquea) S'il n'y a pas de neutrino, il s'agit d'une désintégration à deux orps, dans laquelle l'énergie de l'életronest entièrement déterminée par la onservation de l'énergie et de l'impulsion : il y a six inonnues (lesimpulsions du proton et de l'életron) et quatre équations de onservation, don deux degrés de liberté, quiorrespondent à la diretion de l'életron émis. Le spetre en énergie est un pi de Dira. Si on veut un alulplus expliite, pn = pe +pp, soit (pn−pe)
2 = p2

p = m2
p. Or (pn−pe)

2 = p2
n +p2

e−2pn ·pe = m2
n +m2

e −2mnEedans le référentiel de repos du neutron. On en déduit Ee = (m2
n −m2

p −m2
e)/(2mn).b) Ave un neutrino dans l'état �nal, il y a trois degrés de liberté de plus, soit inq degrés de liberté entout. Trois de es degrés de liberté sont des angles d'Euler qui dé�nissent l'orientation du système (p, e, ν̄)dans l'espae : deux pour la diretion de l'életron, et un pour l'orientation du plan (~pe, ~pν) autour de ettediretion. Par symétrie de rotation, la probabilité de transition ne peut pas en dépendre. Restent deux degrésde liberté, pour lesquels on peut hoisir l'énergie de l'életron et l'angle entre l'életron et le neutrino. (a peutparaître pas très logique physiquement de hoisir un paramètre du neutrino, puisque le neutrino n'est jamaisvu. Mais 'est et angle qui intervient naturellement dans le alul, omme on le verra. Expérimentalement,on le reonstruit à partir de la diretion de reul du proton).) Physiquement, il est évident que la partiule lourde enaisse la quantité de mouvement sans prendred'énergie : omme lorsqu'on fait rebondir une balle de aouthou sur le sol, la Terre enaisse la quantitéde mouvement mais ne prend pas d'énergie. Dans le as qui nous intéresse, l'énergie inétique disponibleest ∆ − me ≃ 0, 781 MeV, et elle est emportée pour l'essentiel par l'életron et le neutrino. Ils sont donrelativistes, et leurs impulsions sont du même ordre de grandeur. L'impulsion du proton est du même ordrepuisque la somme des trois impulsions est nulle. Son énergie inétique est p2/2mp, ave p ≃ ∆ −me, donla fration d'énergie inétique emportée par le proton est typiquement d'ordre

∆ −me

2mp
≃ 4 × 10−4qui est tout à fait négligeable.2. Analyse qualitativea) L'état initial est un neutron. L'opérateur Ψn détruit un neutron. Ψ̄p rée un proton. Ψ̄e rée un életron.

Ψν détruit un neutrino ou rée un antineutrino. Don le hamiltonien permet bien le proessus herhé, aupremier ordre de la théorie des perturbations.b) Calulons le terme hermitique adjoint. On se rappelle que (γµ)† = γ0γµγ0, don
(Ψ̄pγ

µΨn)† = (Ψ†
pγ

0γµΨn)† = Ψ†
n(γµ)†γ0Ψp = Ψ†

nγ
0γµΨp = Ψ̄nγ

µΨp =De même pour l'autre terme, don le terme hermitique onjugué s'obtient simplement en éhangeant protonet neutron d'une part, neutrino et életron d'autre part :
GF

∫

[

Ψ̄n(t, ~x)γµΨp(t, ~x)
] [

Ψ̄ν(t, ~x)γµΨe(t, ~x)
]

d3~xCei permet bien le proessus p → ne+ν. Cinématiquement, e proessus est interdit pour le proton libre,plus léger que le neutron, mais possible dans ertains noyaux où l'énergie de liaison apporte l'énergie ∆ +
me néessaire. La onversion interne pe− → nν est équivalente à la radioativité β+ du point de vue duhamiltonien, puisqu'on sait qu'on peut toujours remplaer une antipartiule dans l'état �nal par une partiuledans l'état initial. Mais la onversion interne est favorisée énergétiquement puisqu'il su�t d'apporter l'énergie
∆−me, au lieu de ∆ +me. Si la di�érene d'énergie de liaison entre l'état �nal et l'état initial est ompriseentre ∆ −me et ∆ +me, seule la onversion interne est possible.) La densité de hamiltonien a pour dimension E4, don E4 = [GF ][Ψ]4. Le hamp de Dira Ψ a la mêmedimension que la fontion d'onde de l'équation de Dira, soit L−3/2, soit E3/2. Don [GF ] = E−2. Numéri-quement, on a GF ≃ 10−5 GeV−2.3. Probabilité de transitiona) L'état initial est un neutron |i〉 = b†n|0〉, où b†n est un opérateur de réation indépendant du temps. L'état�nal est de la forme |f〉 = d†νb

†
pb

†
e|0〉, don 〈|f | = 〈0|bebpdν . Rappelons la déomposition du hamp de Dira

Ψ(t, ~x) =
∑

α

ψα(~x)e−iEαt bα si Eα > 0
d†α si Eα > 0

.



10.7. QUANTIFICATION DU CHAMP DE DIRAC 161(dans le ours, on a utilisé des opérateurs dépendant du temps bα(t) = bαe
−iEαt). Les relations d'antiom-mutation anoniques donnent 〈0|bαb†i |0〉 = δα,i. Pour détruire le neutron, nous utiliserons

〈0|Ψ(t, ~x)b†i |0〉 = ψi(~x)e
−iEit,et pour réer l'életron et le proton, nous utiliserons

〈0|biΨ̄(x)|0〉 = ψ̄i(~x)e
iEitPour réer l'antineutrino, en�n, nous utilisons

〈0|diΨ(x)|0〉 = ψi(x)e
−iEit.Mais il faut se rappeler que Ei est l'énergie de l'équation de Dira, qui est négative, et que l'énergie del'antineutrino Eν est −Ei. En mettant bout à bout les divers éléments on obtient (à un signe près venantde l'antiommutation des opérateurs de hamp entre eux)

Afi = −iGF

∫

[

ψ̄p(~x)γ
µψn(~x)

] [

ψ̄e(~x)γµψν(~x)
]

d3~x

∫ +∞

−∞

ei(Eν+Ee+Ep−En)dt,d'où le résultat demandé ave ∆ = mn −mp ≃ En − Ep.b) On rappelle l'expression des matries de la représentation de Dira
γ0 =

(

1 0
0 −1

)

γi =

(

0 σi

−σi 0

)

.Les matries γi mélangent grandes et petites omposantes don leur élément de matrie est nul pour dessolutions au repos. Seul γ0 ontribue :
ψ̄n(~x)γ0ψp(~x) = ψ†

n(~x)ψp(~x) = φ†n(~x)φp(~x).Les deux omposantes de φ(~x) orrespondent aux deux états de polarisation. Don ette amplitude detransition s'annule si les spins sont antiparallèles.) La fontion d'onde normalisée dans un volume V (∫ ψ†ψd3~x = 1) s'érit pour le neutron
φn(~x) =

1√
V
ei~pn·~x

(

1
0

)et idem pour le proton en remplaçant ~pn par ~pp. Pour l'életron, nous utilisons les solutions à ondes planesde l'équation de Dira
ψe(~x) =

ue√
2EeV

ei~pe·~xet pour le neutrino
ψν(~x) =

vν√
2EνV

e−i~pν ·~xoù nous avons noté v le spineur de polarisation pour une solution d'énergie négative, onformément à laonvention usuelle, et utilisé le fait que l'impulsion de l'antineutrino est opposée à l'impulsion de l'équationde Dira. En intégrant sur ~x, on en déduit le résultat herhé.d) Le module au arré de l'amplitude de transition donne la probabilité de transition. Nous utilisons la règlede alul usuelle pour élever au arré les distributions de Dira
[

(2π)4δ(∆ − Ee − Eν)δ3(~pp + ~pe + ~pν)
]2

= V T (2π)4δ(∆ − Ee − Eν)δ3(~pp + ~pe + ~pν).où T est le temps sur lequel on e�etue la mesure ('est ainsi que se traduit, ave nos notations, la règle d'orde Fermi). La probabilité de transition par unité de temps est alors simplement dpfi/dt = |Afi|2/T . Reste àsommer sur les polarisations de l'életron et de l'antineutrino. On ommene par exprimer le résultat sousforme d'une trae
|u†evν |2 = tr(vνv

†
νueu

†
e)On se rappelle ensuite que le projeteur sur les états d'énergie positive (respetivement négative) est

(1/2E~p)
∑

spins uu
† (respetivement (1/2E~p)

∑

spins vv
†). Ce projeteur vaut (1 + s)/2 (respetivement

(1 − s)/2), où s = (~α · ~p+ βm)/E~p est le signe de l'énergie. On a don pour l'életron
∑

spins ueu
†
e

2Ee
=

1

2

(

1 +
~α · ~pe + βme

Ee

)
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∑

spins vνv
†
ν

2Eν
=

1

2

(

1 − ~α · (−~pν) + βmν

Eν

)où nous avons utilisé une fois de plus que l'impulsion de l'antineutrino est opposée à l'impulsion de l'équationde Dira, mais que son énergie Eν est bien l'énergie positive E~pν
.Le alul de trae est élémentaire : le produit de deux matries de Dira di�érentes est de trae nulle, latrae de l'identité vaut 4, e qui donne

tr

(

∑

spins vνv
†
ν

2Eν

∑

spins ueu
†
e

2Ee

)

= 1 +
~pν · ~pe −mνme

EνEe
.On en déduit le résultat herhé.4. Spetre des életrons � temps de vie :a) Le nombre de transitions par unité de temps s'obtient en sommant la probabilité par unité de temps surles états �nals, soit

dΓ =
V d3~pe

(2π)3
V d3~pν

(2π)3
V d3~pp

(2π)3
G2

F

V 3

(

1 +
~pe · ~pν −memν

EeEν

)

(2π)4δ(∆ − Ee − Eν)δ3(~pp + ~pe + ~pν).Le résultat est indépendant du volume de normalisation V , omme il se doit. En intégrant sur l'impulsiondu proton, il vient
dΓ =

d3~pe

(2π)3
d3~pν

(2π)3
G2

F

(

1 +
~pe · ~pν −memν

EeEν

)

2π δ(∆ − Ee − Eν).On déompose ensuite l'impulsion du neutrino en oordonnées sphériques d3~pν = 2πpνEνdEνd cos θ, et onintègre sur Eν . Le delta de onservation de l'énergie �xe alors Eν = ∆−Ee, et on obtient le résultat herhé.où Eν = ∆ − Ee et pν =
√

E2
ν −m2

ν .b) En intégrant sur θ,
dΓ = d3~pe

G2
F

(2π)4
pνEν

(

1 − memν

EeEν

)

.Si le neutrino est de masse nulle, pν = Eν , et dΓ/d3~pe est proportionnel à E2
ν = (∆ − Ee)

2. Expérimen-talement, on porte (1/pe) (dN/dpe)
1/2, où dN/dpe désigne le nombre d'életrons par unité d'impulsion, enfontion de Ee : on doit observer une déroissane linéaire. C'est le diagramme suggéré par Kurie en 1936pour véri�er la théorie de Fermi, et qui porte son nom (Kurie plot).Si le neutrino a une masse non nulle, il y a deux orretions. D'une part un fateur 1 − memν/EeEν ,toujours très prohe de 1. D'autre part, (dΓ/d3~pe)

1/2 est proportionnel à √
pνEν , ave

pν =
√

E2
ν −m2

ν =
√

(∆ − Ee)2 −m2
ν =

√

(∆ −mν − Ee)(∆ +mν − Ee).Au voisinage de l'énergie maximale des életrons, qui est maintenant ∆−mν , (dΓ/d3~pe)
1/2 n'est plus linéairemais présente une tangente vertiale venant de √∆ − Ee −mν . Même si la masse du neutrino est petite, sone�et est grand près de l'énergie maximale des életrons.On a don une information direte sur la masse du neutrino en regardant l'extrémité (end point) duspetre des életrons. On notera que le terme en pνEν responsable de l'e�et vient de l'espae des phases, detelle sorte que ei est dans une large mesure indépendant du modèle hoisi pour l'interation.


